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Mathematiklernen mit dem ZAHLENFORSCHER - eine Einfiihrung

Diese didaktische Handreichung zur Software ZAHLENFORSCHER richtet sich an Lehrerinnen
und Lehrer sowie Personen, die das Programm im aulBerschulischen Rahmen nutzen méch-
ten. Je nach Interesse werden die folgenden Kapitel fiir Sie von unterschiedlichem Interesse
sein. Das bedeutet, dass Sie die angebotenen Texte entsprechend selektiv lesen oder bear-
beiten kénnen.

Zum besseren Verstandnis wird empfohlen, das Programm parallel zum Lesen dieser
Handreichung auf dem Bildschirm zu haben, um ggf. gewisse Aktionen begleitend zu er-
proben.

Zahlenmauern als sog. >Aufgabenformat« kdnnen in vielfdltiger Weise eingesetzt werden.
Auf den ersten Blick mag der Eindruck entstehen, dass eine CD, die >snur< Zahlenmauern
>und sonst nichts< enthalt, nur einen recht schmalen Einsatzbereich bieten wiirde. Dies
wadre auch dann der Fall, wenn Zahlenmauern lediglich als Aufgabentrdger fir beliebige
Additions-/Subtraktionsaufgaben benutzt wiirden, damit aber eben nicht in ihren weiter
reichenden Moéglichkeiten wirklich ausgeschoépft werden.

Macht man sich aber die Miihe eines genaueren Blicks - und die Kapitel dieser Handrei-
chung wollen genau dabei behilflich sein -, dann wird man bald feststellen, dass die in-
haltliche Substanz und das breite Spektrum der Lernziele es theoretisch leicht ermdgli-
chen wiirden, alleine mit dem Angebot auf dieser CD (weitere Aufgabenformate sind ge-
plant) wochenlang sinnvollen Unterricht zu gestalten, ohne dass es zu langweiligen Wie-
derholungen kommen muss.

Natirlich ist damit nicht gemeint, dass Sie wochenlang nur Zahlenmauern in lhrer Klasse
bearbeiten! Aber wenn die enthaltenen Moglichkeiten und Variationen, die verschiedenen
Anspruchsniveaus und Aktivitditen in sinnvoller Weise verteilt eingesetzt werden, dann
kann mit den Angeboten auf der vorliegenden CD der Mathematikunterricht in den Klas-
sen 2-6 immer wieder gewinnbringend unterstitzt werden - auf unterschiedlichen An-
spruchsniveaus, in verschiedenen Bereichen und unter aktuellen Zielsetzungen fir das
Mathematiklernen.

Zahlenmauern fiir alle Klassenstufen und Leistungsniveaus

Aufgabenformate wie Zahlenmauern kénnen einen neuen Blick auf die Mathematik er6ffnen,
auch Jenen, die ihr ansonsten eher skeptisch bis reserviert gegenliber standen oder stehen
(Wubbels et al. 1997). Die einzige Voraussetzung ist die Bereitschaft und ein wenig Zeit, sich
maoglichst vorurteilsfrei auf die Anregungen der Software einzulassen.
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V. a. die im Modus 4 angebotenen Forschungsauftrige enthalten spannende Zahlenmuster
und Beziehungen, die Interesse wecken kénnen. Viele meiner Studierenden haben mir be-
richtet, wie sie trotz anfanglicher Zuriickhaltung (aus Scheu vor dem Unbekannten) schnell
Spalk am >Knobeln< mit Zahlenmauern fanden und sie sogar mit Bekannten und Verwandten
in der Freizeit erforscht haben.

Aber auch fir Kinder in der Grundschule ist dies wichtig, weil hier fundamentale Grundlagen
fir die zukiinftige Einstellung zum Lernen generell und speziell zum Mathematiklernen ge-
legt werden, selbst wenn es sich um vergleichsweise einfache Fragestellungen handelt:

»Deine Aufgabe mag noch so bescheiden sein; wenn sie jedoch dein Interesse weckt,
wenn deine Erfindungsgabe angeregt wird und du die Aufgabe aus dir selbst heraus
I6st, so wirst du die Spannung und den Triumph eines Entdeckers erfahren. Wenn sol-
che Erfahrungen in einem Alter, das fiir Eindriicke empfidnglich ist, gemacht werden, so
mag das den Sinn fiir geistige Arbeit hervorrufen und seinen Stempel auf Geist und
Charakter fiir das ganze Leben einprdgen« (Polya 1995, 7).

Mathematikunterricht mit Substanz

Dass es hierbei nicht nur um ein Knobeln i. S. belangloser Spielerei geht, ist nicht etwa ei-
nem ausgekliigelten didaktischen Trick zu verdanken. Vielmehr liegt es an der an sich einfa-
chen Tatsache, dass die Aufgabenangebote mathematisch reichhaltig sind. Und hier unter-
scheiden sich Erwachsene Uberhaupt nicht von Kindern: Wirden Sie angehalten, sich lber
ldngere Zeit mit stupiden, zusammenhanglosen und inhaltsleeren Aktionen zu beschaftigen
(wie es fiur die Kinder in der Schule z.B. die oft langweiligen Rechenpdckchen sein kdnnen;
vgl. S. 39), dann verflége auch lhre Motivation, Ausdauer und Bereitschaft sehr schnell, bei
einer solchen Aufgabe zu verweilen und vielleicht gar noch Freude daran zu entwickeln.

Es ist aber dem gegeniiber eine ganz natiirliche Reaktion, dass Interesse geweckt, Ausdauer
gestdrkt und Entdeckergeist gefordert werden, wenn es sich um Aufgaben handelt, die uns
herausfordern, wenn wir wissen, dass etwas dahinter steckt, und wenn wir sehen, mit wel-
chem anderen Wissen oder Kénnen, liber das wir bereits verfligen, das neue zu entdeckende
Wissen zusammenhangt. Der Mensch ist von Natur aus ein slernendes Tier«.

»Végel fliegen, die Fische schwimmen; der Mensch denkt und lernt. Deshalb brauchen
wir Kinder nicht zum Lernen zu lberreden, verfiihren oder drdngen. Es ist nicht not-
wendig, dass wir stindig auf ihren Gedanken herumhacken, um sicher zu gehen, dass
sie etwas lernen« (Holt 1979, 178).

Damit sich Lernen in diesem Sinne ereignen kann, ist also der sachliche Gehalt einer (hier:
mathematischen) Lernumgebung entscheidend, und nicht eine sachfremde Verpackung, die
die angeblich so uninteressante Mathematik >genieBRbar< machen soll, um die Kinder zum
Mathematiklernen zu dberlisten! Unterrichtsbeobachtungen in den letzten 10-15 Jahren und
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in vielen Ladndern haben immer wieder gezeigt, dass Kinder sich mit solchen, auf den ersten
Blick recht schlicht aussehenden, gleichwohl aber gehaltvollen innermathematischen Fragen
oder Problemstellungen wie etwa im Umfeld von Zahlenmauern sehr gerne beschiftigen
(auch ohne Verpackung in Abenteuer-Geschichten oder andere, von Computerspielen her
bekannten Szenarios). Sie tun das, weil eben hinter dem reinen Rechnen, das dabei gleich-
wohl auch umfassend gelibt wird, noch etwas Weiteres, Interessantes dahinter steckt: ein di-
daktischer Mehrwert sozusagen - die Mathematiker sprechen von >Mustern«< (Devlin 1998).

Mathematik als die Wissenschaft der Muster

Der Physik-Nobelpreistrager und >Erfinder< der Quarks, Murray Gell-Mann, schreibt in sei-
nem Buch Das Quark und der Jaguar: Vom Einfachen zum Komplexen. Die Suche nach einer
neuen Erklarung der Welt Folgendes zur Rolle von Mustern in der Wissenschaft und im >rich-
tigen Lebenc:

»Uberall um uns herum gibt es Tatsachen, die miteinander verkniipft sind. Natiirlich
kann man sie als getrennte Objekte betrachten und als solche erforschen. Wie anders
aber stellt sich alles dar, sobald wir erkennen, dass sie Teile eines Musters sind! Viele
Tatsachen sind dann nicht mehr nur Dinge, die man auswendig lernt, vielmehr ermég-
lichen uns die Beziehungen zwischen ihnen, sie mit Hilfe einer komprimierten Be-
schreibung, einer Art Theorie oder Schema, zu begreifen und uns einzuprdgen. Sie be-
kommen einen Sinn und die Welt wird zu einem Ort, den wir besser verstehen. Das Er-
kennen von Mustern fallt uns Menschen leicht; wir selbst sind schlieBlich recht kom-
plexe adaptive Systeme. Aufgrund biologischer Vererbung und kultureller Prigung
liegt es in unserem Wesen, nach Mustern zu suchen, RegelmdRigkeiten auszumachen
und gedankliche Schemata zu entwerfen« (Gell-Mann 1996, 144).

Und das gilt auch fir Kinder, und zwar bereits lange, bevor sie in die Schule kommen und
mit systematischen Lehr-Lernprozessen konfrontiert werden. Richard Feynman, ein weiterer
Physik-Nobelpreistrager, erinnert sich an folgende Begebenheit in seiner Kindheit (zit. in
Miller/Wittmann 2004, Beiheft).

»Als ich noch sehr klein war und in einem Hochstuhl am Tisch sal3, pflegte mein Vater
mit mir nach dem Essen ein Spiel zu spielen. Er hatte aus einem Laden eine Menge al-
ter rechteckiger Badfliesen mitgebracht. Wir stellten sie vertikal auf, eine neben die an-
dere, und ich durfte die erste anstoen und beobachten, wie die ganze Reihe umfiel.
So weit, so gut. Als ndchstes wurde das Spiel verbessert. Die Fliesen hatten verschie-
dene Farben. Ich musste eine weille aufstellen, dann zwei blaue, eine weille, zwei blaue
usw. Wenn ich neben zwei blaue eine weitere blaue setzen wollte, bestand mein Vater
auf einer weillen. Meine Mutter, die eine mitfiihlende Frau ist, durchschaute die Hinter-
gedanken meines Vaters und sagte: >Mel, bitte lass den Jungen eine blaue Fliese auf-
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stellen, wenn er es mdchte.« Mein Vater sagte: >Nein, ich méchte, dass er auf Muster
achtet. Das ist das Einzige, was ich in seinem friihen Alter fiir seine mathematische Er-
ziehung tun kann.« Wenn ich einen Vortrag lber die Frage sWas ist Mathematik?« halten
miisste, hdtte ich damit schon die Antwort gegeben: Mathematik ist die Wissenschaft
von Mustern.«

Klarer kann man kaum beschreiben, was auch den Kern eines wiinschenswerten Mathema-
tikunterrichts ausmachen sollte. Muster sind das Wesen der Mathematik wie auch unserer
Umwelt. Sie erkennen und nutzen zu lernen, dient der Lebenstiichtigkeit, und insofern leistet
hier die Mathematik einen wichtigen Beitrag zur allgemeinen Denkerziehung. Das wird
manchmal lbersehen, wenn eingewendet wird, Zahlenmauern oder dhnliche Aufgabenfor-
mate hdtten doch so gar nichts mit der vertrauten Umwelt des Kindes zu tun.

Das stimmt aber nur insofern, als die im ZAHLENFORSCHER thematisierten Zahlenmauern in
der Umwelt so >nicht vorkommenc«. Sie deshalb aber als nicht kindgemdR oder uninteressant
fir Kinder zu erachten, stellt ein verkiirztes Verstandnis der Forderung nach >Anwendungs-
orientierung« des Unterrichts dar. Es ist zwar ein sinnvolles und notwendiges Kriterium, dass
Kinder das in der Schule zu Lernende mit auBerschulischen Alltagserfahrungen in Verbin-
dung bringen sollen. Aber das ist noch kein hinreichendes und zu verabsolutierendes Krite-
rium. Es wiirde dabei vergessen, dass zur Anwendungsorientierung ein Pendant mit gleicher
Berechtigung dazu gehort: die Forderung nach >Strukturorientierung<, welcher durch inner-
mathematische Aufgabenformate wie etwa Zahlenmauern hervorragend entsprochen wird.

Muster kdnnen z. B. RegelmadRigkeiten sein, die an den Ergebnissen oder den Ausgangszah-
len ins Auge fallen, besonders wenn man sie geeignet sortiert. Oder es werden Beziehungen
(Relationen), Verwandtschaften, Gemeinsamkeiten, Unterschiede zwischen verschiedenen
Aufgaben oder Fragestellungen erkennbar. Dies gelingt durchaus auch Kindern mit Schwie-
rigkeiten beim Rechnen. Schwache Rechner sind nachweislich nicht auch schon schlechte
Problemloser! Dabei driangen sich - naturgemdaR, wie Gell-Man und auch Holt (s. 0.) betonen
- immer wieder Fragen auf wie z.B.: Warum ist das so, warum muss das gar so sein? Wie vie-
le Losungen dieser oder jener Sorte kann es geben? Kénnen wir alle finden? Oder kénnen wir
sie so beschreiben, dass wir sie gar nicht alle einzeln aufzuschreiben brauchen? Warum kann
es nicht mehr Losungen geben? Unter welchen Bedingungen tritt dieses oder jenes Zahlen-
muster auf? usw. Solchen und dhnlichen Fragen werden Sie insbesondere im Modus Forschen
der Software ZAHLENFORSCHER begegnen.

Die natiirliche Frage nach dem Warum

Kinder bringen bereits aus dem Vorschulalter den natiirlichen Drang mit, Phdnomene nach
ihrem Warum zu hinterfragen. Dieses Kapital muss die Schule aufgreifen, wertschatzen und
ausdriicklich fordern. Das kann bereits recht unaufwandig erfolgen: Hilfreich ist v. a. das gu-
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te Vorbild der Lehrerin oder des Lehrers, indem diese die Kinder vom 1. Schultag an daran
gewobhnen, dass das Ergebnis einer Aufgabe eine Seite der Medaille ist - zwar notwendig,
aber oft noch nicht hinreichend. Denn das >Mathematik-Treiben< beginnt hadufig erst, nach-
dem ein Ergebnis gefunden wurde! Das hat Winter bereits vor 10 Jahren lberzeugend be-
schrieben:

»Da wird eine Aufgabe nicht nur gelést und damit basta, vielmehr kommt es wahrend
der Lésungsbemiihungen und nach der Auflésung oder nach dem Eingestidndnis des
MiRerfolgs zu Vor- und Nachfragen etwa der folgenden Art: Was macht die Aufgabe so
schwierig? Was ist der springende Punkt in der Problembarriere, also in dem, was zwi-
schen Gegebenem und Gesuchtem liegt? Komme ich mit Probieren weiter? Hilft eine
Zeichnung? Hilft eine andere Bezeichnungsweise? Kann ich die Aufgabe in Teilaufgaben
zerlegen? Habe ich schon einmal eine dhnliche oder irgendwie verwandte Aufgabe ge-
habt, deren Lésung hier vielleicht weiterhelfen kann? Kann man Symmetrien oder A-
symmetrien erkennen? Kann man extreme Fille (z.B. Sonderfélle) ausloten und nutzen?
Kann ich riickwdrts arbeiten, einen Weg vom Gesuchten zum Gegebenen gehen? Kann
ich die Lésung auf andere Art kontrollieren? War das Ergebnis zu erwarten, oder ist das
Ergebnis irgendwie liberraschend? Gibt es womdglich einen kiirzeren, eleganteren L6-
sungsweg? Kann ich das Resultat oder den Lésungsweg vielleicht noch in anderen Fal-
len benutzen? Was sind dhnliche Aufgaben, die ich nun selbst stellen kann? Was weill
ich jetzt besser, genauer als vorher? usw.« (Winter 1995, 42).

Die immer wiederkehrende und damit erwartbare Frage »Warum ist das so?« - in meinen Au-
gen eines der machtigsten Werkzeuge, das Lehrpersonen im Unterricht zur Verfligung steht
(um nicht wie Kiithnel vom Zauberstab des Lehrers zu sprechen) -, anfanglich (in Stellvertre-
terfunktion) von der Lehrperson gestellt, wird bald von den Kindern ganz natirlich tber-
nommen. Sie stellen sich diese Frage dann (ungefragt) selbst, sie entwickeln eine Fragehal-
tung: Vera, eine (an ansonsten weniger leistungsstarke) Schiilerin einer 3. Klasse in meinen
frithen Jahren als Grundschullehrer, kam eines Tages nach einer 30-minitigen konzentrier-
ten Zuriickgezogenheit aus der Leseecke zu mir, hielt mir ein Blatt unter die Nase und mein-
te: »lch habe es endlich rausbekommen, aber jetzt willst du bestimmt wieder wissen, warum
- aber das schreib ich dann als Hausaufgabe auf.« - Botschaft angekommen! Kinder merken,
akzeptieren und verinnerlichen also sehr schnell, wenn sich die Lehrerin oder der Lehrer mit
dem Rechenergebnis allein nicht zufrieden gibt.

Selber tun!

Nicht nur zum eigenen Vergniigen und Staunen lber Zahlenmauern, sondern auch um die
Denkwege und Vorgehensweisen der Kinder besser verstehen und sachgerecht férdern zu
kénnen, gilt der folgende ...
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Bearbeiten Sie die elf Forschungsauftrige des ZAHLENFORSCHERs zunachst selbst und in
MuBe, also moglichst nicht unter dem Druck kurzfristiger Unterrichtsvorbereitung.

Die Beobachtungen, die Sie dabei an sich selbst machen kénnen ...
+ lhre Strategien,

« lhre Erfolgserlebnisse, auch die Holzwege, die Sie zwischendurch nahezu natiirlicher-
weise beschreiten werden (und wie Sie damit umgehen!),

« aber auch die Freude Uber Zwischenergebnisse und Erfolge ...

sind ein unermessliches Kapital, wenn Sie dann die Aufgabenstellungen lhren Schilerin-
nen und Schilern anbieten.

Lernen hat viel mit >Zumuten< zu tun - auch sich selbst gegeniiber. Was wir also im Unter-
richt den Kindern zumuten (sollen), darf flir uns selbst keine Unzumutbarkeit sein! Und den
Kindern in der Schule miissen wir Zumutungen anbieten, denn

»[wlenn der Schiiler keine Gelegenheit in der Schule gehabt hat, sich mit den verschie-
denen Gefiihlsregungen im Kampf um die Lésung vertraut zu machen, so ist seine ma-
thematische Erziehung in dem lebenswichtigsten Punkte fehlgeschlagen« (Polya 1995,
102).

Zum Umgang mit Bedenken

»Meine Schiiler verstehen nicht, was sie tun sollen. Die Arbeitsauftrage sind zu kompliziert.
Unsere Schiiler brauchen klare und einfache Aufgaben.« Sind diese oder dhnliche Bedenken,
zusamengestellt von den Deutschdidaktikern Heiko Balhorn und Inge Biichner im Lehrer-
kommentar zu ihren Ringblichern Denkwege in die Rechtschreibung (Hamburg 2005), nicht
ebenso fir den ZAHLENFORSCHER zu erwarten?

Ja, das ist denkbar. Und weil es denkbar ist, liegt es auch nahe, hier aus Autorensicht eine
ebenso nahe liegende Interpretationshilfe anzubieten.
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Nicht zuletzt um die Gemeinsamkeiten fachdidaktischer Forschung und Bemihungen Uber
die Fachgrenzen hinaus deutlich zu machen, um also zu zeigen, dass den Grundschulkin-
dern im Unterricht eine vergleichbare, d. h. konsistente Anregung und Forderung bei ihren
Lernprozessen in allen Fachern zuteil werden soll, mochte ich die selbst gegebene Antwort
von Balhorn/Bilichner wortlich zitieren, denn sie kann ungebrochen auf mathematikdidakti-
sche Bemiihungen und Forderungen lbertragen werden. Sie brauchen lediglich das Wort
<Rechtschreibdidaktik< gedanklich zu ersetzen durch >Mathematikdidaktik< oder >Mathema-
tiklernenc:

»Ja, Sie werden auf ein >lch kann das nicht!< lhrer Schiiler stoRen, oft stoRen. Dies miissen
wir wollen.

Wir pladieren fiir eine auf Verstehen zielende Rechtschreibdidaktik. Und Verstehen ist
nicht einfach zu haben, nicht mit Aufgaben, die sich von allein, schematisch ausfiillen
lassen. Viele Schiiller mogen solche Aufgaben. Aber Verstehen bedeutet Mihe, Arbeit,
Fragen, Unsicherheit und ein Mehr an Wissen und Kénnen, das weitere Fragen aufwirft.

Auch fir Kolleginnen werden bestimmte Aufgaben nicht sofort vertraut und lésbar sein,
denn wir versuchen durchaus und absichtlich Irritationen zu erzeugen, die eben die beste
Voraussetzung sind, etwas wissen, klaren, lernen zu wollen« (Balhorn/Blichner 2005;
Hervorhebung GKr).

Fiihlen Sie sich also ermutigt - nach einer Auseinandersetzung mit den Hilfen in diesen di-
daktischen Handreichungen -, lhren Kindern im Unterricht den einen oder anderen For-
schungsauftrag tatsachlich einmal >zuzumuten<. Und bedenken Sie dabei, dass das Erfor-
schen und Erkunden gelernt werden muss. Das schlieBft eventuelle Vorlaufigkeiten oder An-
laufschwierigkeiten naturgemdl mit ein. Wichtig ist allein, geduldig - aber auch beharrlich -
an den notwendigen Kompetenzen gemeinsam mit den Kindern zu arbeiten. Das wiederum
gelingt nur, wenn rege/lméfig entdeckende Lernprozesse an geeigneten Lernumgebun-
gen/Problemstellungen (ob mit oder ohne Software!) angeboten, >zugemutet< werden. Wie
die Erprobungen wahrend der Entwicklungszeit und auch andere publizierte Erfahrungen ge-
zeigt haben, liberraschen die Kinder dabei nicht selten mit zuvor vielleicht unerwarteten I-
deen und Einsichten ...

Vermeiden auch Sie wenn moglich den - durch diese Handreichung auch ermdéglichten - Weg
des geringsten Widerstandes. Wer namlich die ausfiihrlichen Aufschlisselungen und Bear-
beitungen der einzelnen Forschungsauftrage im Kapitel 5 einer vorausgehenden eigenen Er-
kundung vorzieht, der wird vermutlich die Erfahrung machen, beim Durchlesen stets zu-
stimmend nicken zu kénnen - man kann nach-vollziehen, was dort geschrieben steht. Man
sollte das aber nicht mit wirklichem Verstehen verwechseln oder glauben, dass man so oder
dhnlich - hatte man nur mehr Zeit investiert - wohl ganz sicher auch alleine vorgegangen
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ware! Meist ist dies nur eine Scheinsicherheit, in Wirklichkeit macht man sich selbst etwas
vor.

Vor allem beraubt man sich selbst der Freude und des guten Gefiihls, es selbst heraus ge-
funden zu haben! Zum nachtrdglichen Abgleich mit den eigenen Erkundungen sei natiirlich
das Kapitel 5 empfohlen, denn dazu wurde es geschrieben.

In diesem Sinne wiinsche ich viel Vergniigen, viele helle Momente und Erfolgserlebnisse

bei der Arbeit mit dem ZAHLENFORSCHER!

G. Krauthausen

Universitat Hamburg

»Nicht weil es schwer ist, fangen wir es nicht an,
sondern weil wir es nicht anfangen, ist es schwer.«

(Seneca)
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Zum Aufbau dieser Handreichung

Die vorliegende Handreichung féllt in ihrem Umfang wie in ihrem Inhalt vermutlich aus dem
Rahmen dessen, was man liblicherweise bei sLernprogrammen< erwarten darf. Daher finden
Sie hier einen kurzen Uberblick, so dass Sie je nach eigenen Voraussetzungen oder Interes-
sen ggf. auch selektiv lesen kénnen.

Diese Handreichung soll lhnen dabei behilflich sein,

¢ sich eine erste Orientierung liber die Mdglichkeiten des Programms zu verschaffen,
e seine spezifischen Optionen niaher kennen zu lernen,

» die didaktischen Hintergrundkonzepte und die Ziele des Programms zu studieren,
* Fragen des unterrichtlichen (oder auerschulischen) Einsatzes kennen zu lernen,

* sich fachlich mit der Thematik Zahlenmauern vertraut zu machen.

Dazu wird Ihnen im 1. Kapitel ein Kurziiberblick angeboten, der die wichtigsten Optionen
der Software sowie die vorkommenden Steuerelemente stichpunktartig erklart. Dieses Kapi-
tel erlaubt IThnen dann bereits den direkten Einstieg in das Programm.

Dem 2. Kapitel kénnen Sie Informationen zum fachdidaktischen Konzept entnehmen, das
hier umfassend dargelegt wird. Dieses Kapitel enthdlt u. a. Kernaussagen zum zugrunde lie-
genden Lern- und Lehrverstindnis, zum Konzept des Produktiven Ubens und der natirlichen
Differenzierung sowie zu substanziellen Lernumgebungen.

Im 3. Kapitel werden die Lernziele zusammengestellt, die sich bei einem sachgerechten Ein-
satz dieser Software verfolgen lassen. Dabei wird Bezug genommen auf Anforderungen neu-
ester Lehr- und Bildungspldne und auf den aktuellen fachdidaktischen Forschungsstand.

Das 4. Kapitel bietet einige Vorschldage, wie man die Software bzw. ihre Inhalte im Unterricht
methodisch nutzen kann - online wie offline. Die Empfehlungen stammen u. a. aus den Er-
fahrungen der umfangreichen Unterrichtserprobungen vor und wahrend der Software-
Entwicklung.

Im 5. Kapitel finden Sie eine inhaltliche Analyse der Zahlenmauern sowie eine Ausarbeitung
aller im Programm enthaltenen Forschungsauftrage (vgl. S. 8: Selber tun).

Wer sich noch ndaher mit Zahlenmauern und ihren Moglichkeiten (auch in der Sekundarstufe)

beschaftigen mochte, der findet auf der CD einige ausgewahlte Publikationen im PDF-Format

zu Zahlenmauern, und zwar im Einzelnen:

1. Affolter, Walter et al. (2000): Das Zahlenbuch. Mathematik im 6. Schuljahr, S. 32-33.
Zug

2. Affolter, Walter et al. (2001): Das Zahlenbuch. Mathematik im 6. Schuljahr. Begleit-
band, S. 157-162. Zug
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3. Hubacher, Elisabeth/Hengartner, Elmar (1999): Kinder entwickeln vielfdltige Aufgaben:
Zahlenmauern (1. Klasse). In: E. Hengartner (Hg.), Mit Kindern lernen. Standorte und
Denkwege im Mathematikunterricht, S. 69-71. Zug
Kopp, Margit (2001): Algebra mit Zahlenmauern. mathematik lehren, H. 105, S. 16-19

5. Krauthausen, Ginter (1995): Zahlenmauern im 2. Schuljahr - ein substantielles U-
bungsformat. Grundschulunterricht, H. 10, S. 5-9
6. Mdller, Jan Hendrik (2005): Entdeckend lernen mit Zahlenmauern in der Sekundarstufe.

In: PM, H. 2, 32-38

7. Pinel, Adrian (1990): Wall games. Strategies, H. 1, S. 28-31

8. Scherer, Petra (1997): Substantielle Aufgabenformate - jahrgangsiibergreifende Bei-
spiele fir den Mathematikunterricht. Grundschulunterricht, H. 1, S. 34-38

9. Steinweg, Susanne (2001): Tim zeigt uns die Mathematik. Grundschulunterricht, H. 4,
S. 14-18

Entwicklungsprinzipien des ZAHLENFORSCHERs

Bei der programmtechnischen Entwicklung wurden neueste Erkenntnisse und Werkzeuge
des Softwaredesigns eingesetzt. Der Entstehungsprozess folgte dem Primat der Didaktik
sowie dem Prinzip partizipativer Technikgestaltung, das professionelle Experten aus un-
terschiedlichen Bereichen einband: Fachdidaktik, Grafik, Screendesign, Programmierung,
Tontechnik, Sprecher, Lehrerinnen und Lehrer, Kinder (im Rahmen der potenziellen Ad-
ressaten) und redaktionelle Koordination.

Programmierung und konzeptionelle Detailentwicklung liefen - auf der Basis eines vor-
laufigen Pflichtenheftes - parallel und schleifenférmig ab (zyklisches Entwicklungsmo-
dell), um fir beide Seiten optimale Flexibilitdit und Einflussnahme bis zum endgiiltigen
Produkt zu gewdhrleisten. Das macht den Entwicklungsprozess komplexer, kommt aber
dem Endprodukt zugute.

Ziel war es, die (fachdidaktisch legitimierte) immense Komplexitat und Vernetztheit der
programmiertechnischen Erfordernisse gleichwohl unter einer Benutzerschnittstelle an-
zubieten, die sowohl kiinstlerisch-dsthetischen Standards professionellen Screendesigns,
(wiinschenswertem) kindlichem Asthetikempfinden (keine >Anbiederung an den Publi-
kumsgeschmacks, sondern Beitrag zur Geschmacksbildung) wie auch und v. a. moéglichst

intuitiver bzw. leicht erlernbarer Handhabung gerecht wird.
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1 So sieht er aus - der ZAHLENFORSCHER

1.1 Kurziibersicht

Der ZAHLENFORSCHER-Bildschirm besteht aus drei Teilen: Navigationsleiste (am linken Bild-

schirmrand), Werkzeugleiste (am rechten Bildschirmrand) und Arbeitsfliche im Zentrum des
Bildschirms.

Navigationsleiste

SchlieBen-Taste: Programm beenden

Fragezeichen-Taste: Ein-/Ausschalten der kontext-sensitiven Hilfe (keine in-
haltliche Hilfe!): Beim Uberstreichen mit der Maus erscheinen jeweils kurze Tex-
te zur Erkldarung der entsprechenden Stelle bzw. Optionen.

Sprachauswahl-Taste: Umschalten zwischen deutscher und englischer Sprach-
version

Lautsprecher-Taste: Aus- oder Einschalten der Tonausgabe (voreingestellt:
aus). Die Texte der Hilfefunktion oder die Forschungsauftriage kénnen hierliber
vorgelesen werden (Abbruch mit Weiter- oder SchlieBen-Taste).

Drucker-Taste: Druckt die angezeigte Seite Uber einen angeschlossenen Dru-
cker aus.

Werkzeugleiste (kontext-sensitiv, d. h. nur die jeweils sinnvollen Tasten sind zu sehen)

m Maulwurfhiigel (jederzeit sichtbar): Auf Klick erscheint - vielleicht - ein Tipp.

An bestimmten Stellen erscheint der Maulwurf automatisch mit Erklarungen,
Tipps oder Anregungen, die automatisch nach 1 Minute verschwinden, wenn
sie nicht durch Anklicken akzeptiert werden. Vorgelesen (bei eingeschalte-
tem Ton) werden nur akzeptierte Tipps.

I"R : \ 'e Regel (nur 1. Seite): Zeigt die Regel zum Aufbau von Zahlenmauern an. Die
! |
| Neeay . Regel erscheint auch durch Anklicken der Banderole.
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Priiftaste: Prift berechnete Mauern auf rechnerische Richtigkeit. Im Falle ei-
nes Rechenfehlers wird die jeweilige Mauer mit einem Fehlerblitz markiert.
Die genaue Stelle des Fehlers innerhalb der Mauer wird jedoch nicht ange-
zeigt (zur Begriindung s. 2.5).

Rechenrahmen/Hunderterfeld: Offnen die entsprechende Darstellung als frei
auf dem Bildschirm positionierbare Fenster. Die Perlen des Rechenrahmens
lassen sich mit der Maus bewegen, im Schreibfeld darunter kénnen Zwi-
schenrechnungen notiert werden. Mit einem roten und blauen Stift kénnen
Punkte im 100er-Feld gefdarbt oder mit dem Radiergummi Farbungen wieder
rickgdngig gemacht werden.

Neue Mauer(n): Zur Anforderung einer neuen Leermauer oder eines neuen
Mauernsets. GroRe und Beschaffenheit richtet sich nach der jeweiligen Vor-
einstellung bzw. der Kontextsituation.

Neue Grundreihe (nur im Modus Forschen): Ruft eine neue Grundreihe auf.

Sortier-Taste (nur im Modus Forschen): Ausgefiillte Zahlenmauern werden
auf der Arbeitsfliche automatisch umsortiert. Das Sortierkriterium ist abhan-
gig von der jeweiligen Fragestellung.

Marker-Taste: Verwandelt den Cursor in einen Marker, mit dem sich einzelne
Mauernsteine gelb farben (und wieder entfirben) lassen. Dies erleichtert das
Beobachten und Ansprechen von Einzelsteinen, z. B. wenn im Forscherheft
auf Details hingewiesen werden soll.

Taschenrechner-Taste (nur im Modus Forschen; erscheint erst, wenn zuvor
einige Beispiele selbst berechnet wurden): Automatische Berechnung von
Zahlenmauern. Dient der Herstellung von hinreichend umfangreichem Aus-
gangsmaterial, auf dessen Basis erst Musterbeobachtungen sinnvoll erfolgen
konnen. Dadurch ist es auch rechenschwacheren Kindern méglich, sich auf
die (hier) zentralere Frage des Erkennens, Beschreibens und Begriindens von
Mustern zu konzentrieren.

Neu-Taste mit griinem Rliickpfeil (nur im Modus Forschen): Neuer Ansatz.
Zu unterscheiden von >neuer Leermauer<. Die bisher in diesem Forschungs-
auftrag berechneten Beispiele werden geldscht!
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Start (nur im Modus Selbst wédhlen): Arbeitsbldtter mit selbst eingegebenen
Vorgaben werden fiir die Bearbeitung am Bildschirm bereitgestellt.

Speichern-Taste (im Modus Selbst widhlen und Forschen): Ablage in den Ord-
nern Uben oder Ergebnisse oder Lernbericht.

Laden-Taste (im Modus Selbst wdhlen und Forschen): Zugriff auf zuvor ab-
gelegte Dokumente in den Ordnern Uben, Ergebnisse oder Lernbericht.

Arbeitsbereich

Er macht den Hauptanteil des Bildschirms aus und ist durch vier Reiterkarten (Programm-
Modi) gegliedert, die stets am oberen Rand erkennbar sind und zum Wechseln zwischen den
Bearbeitungsmodi angeklickt werden kénnen. Die vier Programm-Modi bedeuten kurz ge-
sagt (zu Details s. 1.2):

Regel Rechnen .~ Selbst wihlen .~ Forschen

Modus Regel:
Erlduterung der Regel fiir Zahlenmauern und lllustrierung durch unterschiedliche Beispiele.
Modus Rechnen:

Berechnen vorgegebener Zahlenmauern (gemischtes Uben von Addition und Subtraktion im
voreingestellten Zahlenraum) auf der Grundlage didaktisch vorstrukturierter Aufgabenpools.

Modus Selbst wédhlen:

Benutzerorientierte Generierung individueller Zahlenmauern gemaR selbst gewdhlter Mau-
erngroRe, Ort und Art der Belegung mit Vorgabewerten (CArbeitsblattgenerator< mit weit rei-
chenden Freiheitsgraden, auch fir Lehrpersonen zur Erstellung individueller
Arbeitsblatter; keine vorgegebenen Pools mehr). Die so generierten Zah-
lenmauern kénnen entweder direkt am Bildschirm bearbeitet oder ausge-
druckt und auf Papier bearbeitet oder in den Ordner Uben (am unteren lin-
ken Bildschirmrand; s. Abb.) zur spateren Benutzung abgespeichert werden.

Modus Forschen:

Auf einer Pinnwand koénnen elf Forschungsauftrdge rund um Zahlenmauern ausgewahlt wer-
den, die mit unterschiedlichen Zugangen, auf unterschiedlichen Wegen, mit unterschiedli-
cher Bearbeitungstiefe, mit unterschiedlichen Hilfsmitteln und unterschiedlichen Darstellun-
gen zu bearbeiten sind.
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Bei Bedarf wird automatisch eine neue Seite angelegt. Uber
die Anzahl der vorhandenen Seiten informieren die Seitenrei-
ter am unteren Rand, die ein flexibles Blattern erlauben.

dAaE

Die Bearbeitungsprozesse (Vorgehensweisen, Schwierigkeiten, Hilfen,

FOVS(J’\%Q# noch offene Fragen, ...) sollen in einem Forscherheft dokumentiert

werden, das Uber eine entsprechende Taste am unteren rechten Bild-

schirmrand aufgerufen und frei auf dem Bildschirm platziert werden kann. Es ldasst sich mit

Text flllen sowie mit Abbildungen selbst berechneter Beispielmauern illustrieren. Das For-
scherheft hat Notizbuch-Charakter (vgl. S. 29 f., 67 f.).

Eine Aufbereitung der dort abgelegten Texte fiir unterschiedliche Zwecke
und Adressaten ist im Ordner Ergebnisse moglich (untere linke Bildschirm-
ecke). Analog zum Forscherheft lassen sich (u. a. auch aus diesem) Text
und Abbildungen libernehmen. Des Weiteren stehen Schriftattribute (fett,
kursiv, unterstrichen) sowie zwei SchriftgréRen zur Auswahl. Drei Registerkarten bieten Leit-
fragen an, die beim Aufbau der Ergebnisberichte fiir unterschiedliche Adressatenbeziige be-

hilflich sein sollen.
@ @
-

stimmt | naja

Ebenfalls in der linken unteren Bildschirmecke
lasst sich innerhalb eines Forschungsauftrags der
Lernbericht aufrufen. Er dient dem Rickblick auf
den Lernprozess und soll helfen, diesen durch die Beantwortung relevan-
ter Fragen (Ankreuz-Raster) bewusster machen.

——
e
~

stimrmt
nicht

Wichtige Anmerkungen fiir den Unterrichtseinsatz:

Nutzergewohnheiten von Grundschulkindern zeigen hdufig in einer ersten Phase im Um-
gang mit einer neuen Software rasches >Herumklicken<, um sich zundchst einmal einen
groben Uberblick zu verschaffen. Dies weicht aber bald einer zielgerichteteren Praxis,
wenn sich eine gewisse Vertrautheit und Orientierung Uber den Funktionsumfang und die
Optionen des Programms eingestellt haben.

Erganzend oder begleitend zu den eigenen Erkundungen der Kinder wird empfohlen,
gemeinsam die einzelnen Modi, Tasten und Funktionen zu besprechen, da diese schliel8-
lich Konventionen darstellen und als solche nicht sentdeckt« zu werden brauchen. Die
umfangreichen Schulerprobungen wdhrend der Programmentwicklung haben gezeigt,
dass sich die Kinder dann sehr schnell in der Modulstruktur und in den nahe gelegten
Arbeitsweisen des ZAHLENFORSCHERs zurecht finden.
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Die Modi Regel, Rechnen und Selbst wadhlen haben ihr Pendant im alltdglichen Unterricht
und stellen daher fiir die Kinder i. d. R. kein Problem dar. Im Modus Forschen gehen aus
konzeptionellen Griinden Praktiken und Prinzipien ein, die in besonderer Weise den Pos-
tulaten eines zeitgemaRen Mathematikunterrichts entsprechen. Im Rahmen von Soft-
ware ist es aber bislang weitestgehend untblich, dass explizite Werkzeuge zu ihrer aus-
driicklichen Férderung vorhanden sind.

Von daher kann es sein, dass insbesondere die ZAHLENFORSCHER-Optionen im Modus
Forschen fiir manche Kinder und auch Lehrpersonen noch ungewohnt sind. Eine sachge-
rechte Handhabung des Forscherheftes etwa bedarf intensiver Bemiihungen und Vorar-
beit. Das Verfassen mathematischer Texte (vgl. Ergebnisordner) bedarf als Teil der Un-
terrichtskultur der gezielten Anleitung und Férderung.

Diese Tatsache ist aber keine Uberforderung fiir die Kinder, wenn das Verfassen mathe-
matischer Texte im alltdglichen Unterricht regelmaRig geférdert und gefordert wird. Wie
dokumentierte Erfahrungen zeigen, konnen die ersten Produkte dieser Art noch sehr ein-
fach oder kurz ausfallen (Einwortsadtze), sich aber im Laufe eines Schuljahres entwickeln
(vgl. die Schiillerdokumente in Kap. 4.2). Den Kindern diese Zeit zu geben, wird sich lang-
fristig mit Sicherheit auszahlen und zu einer Bereicherung des Unterrichts fiihren kén-
nen.

Wenn der ZAHLENFORSCHER also zum ersten Mal diese Forderungen der Lehr- und Bil-
dungspldane konsequent auch auf Software-Ebene unterstiitzt bzw. implementiert hat, so
sollten fiir seine sachgerechte Nutzung diese programm-unabhdngigen Voraussetzungen
mit bedacht und beriicksichtigt werden.

AbschlieRend noch eine Information zum verwendeten Zahlbereich:

Im Modus Selbst wéhlen und im Modus Forschen arbeitet der ZAHLENFORSCHER nicht nur
im Bereich der natiirlichen Zahlen, sondern ldsst auch den Bereich der ganzen (also auch
negative) Zahlen zu (Ausnahmen: Forschungsauftrage 1b, 8 und 11b). Kinder, die (offi-
ziell im Unterricht) noch keine negativen Zahlen kennen gelernt haben, werden bei der
Arbeit mit dem ZAHLENFORSCHER keinerlei Unterschied bemerken, solange sie nicht von
sich aus negative Zahlen benutzen. Fiir all jene aber, die mit negativen Zahlen bereits et-
was verbinden konnen, erlaubt der ZAHLENFORSCHER auch die Nutzung dieses Zahlbe-
reichs. Und noch mehr: Das Format der Zahlenmauern kann sich als ein substanzielles
Umfeld zur Ubung des Rechnens im Bereich der ganzen Zahlen und daruber hinaus er-
weisen (vgl. Miller 2005, als PDF auf dieser CD), weil dieses Uben durch die hinterlegten
Forschungsauftrage nicht auf die rein formalistische Berechnung beschrankt bleibt, son-
dern durch den genannten Kontext Sinn macht.
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1.2 Der modulare Aufbau im ZAHLENFORSCHER

In diesem Abschnitt finden Sie genauere Informationen zu den einzelnen Programm-Modi.
Zur didaktischen Begriindung der jeweiligen Einzelentscheidungen des Programmaufbaus sei
auf die jeweiligen Ausfiihrungen im 2. Kapitel verwiesen.

Wenn fir die einzelnen Modi Schwerpunkte benannt werden, die die Arbeit jeweils charakte-
risieren, dann ist das, insbesondere bzgl. der Modi 2-4, nicht im Sinne einer trennscharfen
Abgrenzung zu verstehen. Tatsdchlich hdangen die jeweiligen Ziele und Schwerpunkte eng
zusammen. Sie sind aufeinander angewiesen und kénnen sich wechselseitig befruchten. So
ist die Ubung des Addierens und Subtrahierens ein erklarter Schwerpunkt des Modus Rech-
nen, aber in allen anderen Modi wird naturgemaR auch Addieren und Subtrahieren gelibt
(vgl. die phasen-ubergreifende Funktion des Ubens im didaktischen Rechteck bei Wittmann
1992, 178; vgl. S. 46). Und ebenso kdnnen Musterverstandnis oder Problemldsefdhigkeiten
(Schwerpunkt im Modus Forschen) auch im Modus Selbst wdhlen bei der Generierung indivi-
duellen Aufgabenmaterials sinnvoll genutzt werden. Die Ausweisung der Modus-
Schwerpunkte dient also lediglich der Bewusstmachung der Bandbreite und sollte nicht als
Schematismus missverstanden werden. Ganz dhnlich wie auch die Ubersicht der Ubungsty-
pen (vgl. 2.2; Wittmann 1992) nicht in einen >Ubungstypen-Erkennungsdienst< ausufern,
sondern als gedankliches Geriist zur Vermeidung von Einseitigkeiten beim Uben gedacht ist.

1.2.1 Modus Regel: Schwerpunkt Regelverstandnis

Soll der ZAHLENFORSCHER im Unterricht eingesetzt werden, so empfiehlt es sich, das Aufga-
benformat der Zahlenmauern vorher ohne Computer einzufithren und den Kindern erste Ori-
entierungsiibungen mit Papier/Bleistift zu ermoglichen. Unter diesen Umstdnden wird dann
die (griin hervorgehobene) Karteikarte Regel hochstens noch zur bedarfsweisen Riickversi-
cherung wahrend der Arbeit mit der CD genutzt.

Sind Zahlenmauern jedoch vorher nicht bekannt, dann ermdglicht die Regelseite das Ken-
nenlernen der Verfahrensweise und zeigt anhand dreier Beispiel-Typen die unterschiedlichen
Konstruktionstypen von Zahlenmauern auf.

Regel-Beispiel

Das oberste Beispiel (nur eine Version, keine Variationen) kldrt die wenigen Begriffe, die ein
Ansprechen von Phdnomenen in spdteren Modi erleichtern: Grundreihe fir die unterste Mau-
ernschicht und Deckstein fiir den obersten Stein. Die dazwischen liegenden Reihen kénnen
bei den diversen Mauerngrofen (die Mauernhéhe entspricht auch der Anzahl der Steine in
der Grundreihe) durchnummeriert werden, wobei auf dieser CD als Konvention >von unten
nach oben< gewdhlt wurde. Natirlich sind auch andere Sprachregelungen denkbar (Zielstein,
Basisreihe, ...), in der Software wird jedoch durchgdngig die o. g. benutzt.
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Das Regel-Beispiel ermdglicht bzw. erfordert kein Eintippen von Zahlen. Vielmehr wird suk-
zessive jeweils ein weiterer Stein eingesetzt, wenn die Taste Start bzw. Weiter gedriickt wird.
Dies entspricht einer auch im Unterricht sinnvollen Praxis: Da das Format als solches sowie
seine Regel eine Konvention ist, macht es wenig Sinn, sie entdecken«< zu lassen. Daher wird
die Lehrperson nach Vorgabe einer Grundreihe die Kinder ermuntern darauf zu achten, was
sie als Ndchstes tut, und darin eine Regel zu erkennen (das ist nicht mit rentdeckendem Ler-
nen< zu verwechseln!). Und dann fillt die Lehrperson sukzessive Stein fiir Stein aus. Erfah-
rungsgemal erkennen die Kinder nach dem 2./3. Stein das Additionsverfahren. Diese Vorga-
ben der Lehrperson lbernimmt im Regel-Beispiel des Modus 1 die Software, wobei lber die
Weiter-Taste gezielt steuerbar ist, wann die nichste Eingabe angezeigt werden soll, so dass
diese zuvor auch antizipiert werden kann. Dazu ermuntert auch der Maulwurf mit einem 1.
Tipp (>Uberlege immer zuerst selbst, bevor du auf >weiter< klickst!«).

Zollevimanuerna
. ™

Start

Modus Regel

Beispiel-Typen

Es folgen dann auf dieser Karteikarte drei weitere Beispiele (Form A-C) mit den prinzipiellen
Belegungstypen fiir Zahlenmauern. Hier muss nun jeweils der Wert flir einen Stein Uber die
Tastatur eingegeben und mit sReturn< (Eingabetaste auf der Tastatur) bestdtigt werden. Die
aktuelle Stelle der Berechnung wird jeweils durch einen farbigen Aufmerksamkeitsrahmenc
hervorgehoben. Im Beispiel A verldauft er stets chronologisch von unten links nach oben
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rechts. Im Beispiel B und C wird deutlich gemacht, dass es fiir die Reihenfolge evtl. mehrere

Alternativen gibt. Alle Beispiele kdnnen mehrfach durchgefiihrt werden, wobei die Zahlen in

der Mauer jeweils wechseln. An dieser Stelle ist aber ein kleiner Pool an Variationen hinrei-

chend, da es hier noch nicht um Rechenlibungen geht (anders als im Modus Rechnen, s. u.):

e Form A: Vollstindig ausgefiillte Grundreihe. Alle anderen Steine kdnnen (ausschlieRlich)
Uber Additionsaufgaben berechnet werden (von unten nach oben).

e Form B: Eine Liicke in der Grundreihe, dafiir ein vorgegebener Stein in der dartber liegen-
den Reihe. Berechnung durch Additionen und eine Subtraktion.

e Form C Variable Liicken und vorgegebene Steine. Berechnung durch Additionen und Sub-
traktionen, ggf. auch in unterschiedlicher Abfolge méglich.

Der Regeltext fiir Zahlenmauern kann Uber die entsprechende Taste auch angezeigt werden,

die Werkzeuge Rechenrahmen und 100er-Feld lassen sich als ikonische und quasi-enaktive

Hilfen hinzuziehen. Auch lasst sich die komplette Regelseite inkl. aller Beispiele ausdrucken.

1.2.2 Modus Rechnen: Schwerpunkt Recheniibungen

Dieser Modus dient in erster Linie der (integrativen) Ubung von Addition und Subtraktion.

Voreinstellungen

Zunachst kann eine Vorgabe fiir den Zahlenraum vorgenommen werden (bis 20, 100, 1000,

10000 oder gemischt). Nach dieser Entscheidung kénnen Mauerngrofe und -typ gewlinscht

werden:

¢ Im Zahlenraum bis 20: nur 3er-Mauern; Grundreihenaufgaben (gem. Beispiel A der Regel-
seite; Grundreihe vollstandig vorgegeben) oder gemischte Aufgaben (gem. Beispiel B oder
C der Regelseite).

* Im Zahlenraum bis 100: 3er-/4er-/5er-Mauern; dazu jeweils Grundreihen- oder ge-
mischte Aufgaben.

¢ Im Zahlenraum bis 1000: 4er- und 5er-Mauern; dazu jeweils Grundreihen- oder ge-
mischte Aufgaben.

* Im Zahlenraum bis 10000: nur 5er-Mauern; dazu jeweils Grundreihen- oder gemischte
Aufgaben.

* Die Einstellung »gemischt< enthdlt Zahlenmauern aus allen genannten Zahlenrdumen.

Auch wenn (zumindest in den ersten drei Fdllen) eine Stufung gemaR der offiziell themati-
sierten Zahlenraume der Schuljahre 1-3 angeboten wird, ist das nicht als eine Festlegung auf
Jahrgangsstufen gemeint. Prinzipiell sollten allen Kindern jederzeit alle Optionen offen ste-
hen. Deshalb gibt es auch bewusst keine Voreinstellungsoption, um gewisse Zahlenrdume
oder MauerngroRen zu sperren. Denn man braucht Kinder nicht >»vor der Mathematik zu be-
schiitzen<! Wer sich in groRere als bislang offiziell thematisierte Zahlenraume vorwagt, folgt
erst einmal nur seiner Neugier oder dem Reiz der groRen Zahlen - ein Blick in die Zone der
nachsten Entwicklung (Wygotsky). Und moglicherweise stellt sich dann heraus, dass das eine
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oder andere Kind z.B. durch Ausnutzen des Analogieprinzips durchaus Beachtenswertes zu
leisten imstande ist. Wem es aber dann dort zu unwegsam oder beschwerlich wird, der kehrt
ganz von alleine wieder in vertrautes Terrain, sprich: Zahlenrdume oder MauerngréRen zu-
rick. Dass solche Ausfliige sehr produktiv sein kénnen, dokumentieren nicht zuletzt die
Zahlenmauern von Brian und Niklas auf S. 25.

Zum Berechnen der Mauern kann der Cursor mit der Maus beliebig platziert werden, eine
Eingabebestiatigung liber Return ist nicht erforderlich.

Zum Verhalten des ZAHLENFORSCHERs bei Fehlern vgl. Kap. 2.5.

Dokumentation & Druck - der ZAHLENFORSCHER-Ordner

Uber die Taste Neue Mauern kann eine neue Seite mit zwei 4er-Sets angefordert werden. Ein
Speichern der einzelnen Seiten ist an dieser Stelle (anders als im Modus Selbst wahlen be-
wusst nicht vorgesehen (nicht nur aus Griinden des Festplatten-Speicherbedarfs). Von Pra-
xislehrkraften wurde vielfach und plausibel bestitigt, dass auf das an dieser Stelle produ-
zierte Material im Grunde nicht mehr zuriickgegriffen wird, um es weiter zu bearbeiten -
héchstens um daran Muster-Untersuchungen vorzunehmen. Dies aber kann gerade anhand
ausgedruckter Dokumente besser erfolgen als am Bildschirm.

Daher wird empfohlen, einen handelsiiblichen stabilen DIN A4-Ordner anzulegen, der als
mitwachsende Dokumentation dienen kann. Im Schreibwarenhandel sind Einlageblatter (Rei-
terkarten) erhdltlich, sei es in einfacher Ausfiihrung aus Pappe oder haltbarer aus farbigen
Kunststoff. Werden diese gemaR der Aufbaustruktur der ZAHLENFORSCHER-Software be-
schriftet - Regel, Rechnen, Selbst wéihlen, Forschen (ggf. noch unterteilt in die einzelnen
Forschungsauftrage, Ergebnisse, Lernbericht) -, so hat man ein einfach und schnell zugang-
liches Ablage- und Nachschlagesystem. Es dient sowohl zur Dokumentation des Geleisteten
wie auch gleichzeitig als Materialdepot fiir Musterbetrachtungen (vgl. Modus Forschen).

Nebenbei dient er der Einflihrung in den sachgerechten Gebrauch von Ordnungssystemen:
Denn ebenso, wie man nicht blindlings alles ausdrucken sollte (nicht nur wegen der Kosten
fiir Druckerpatronen), so muss auch nicht alles und jedes Mauernblatt hier abgeheftet wer-
den. Viel hilft nicht viel! Es gehoren also Uberlegungen dazu, was abgeheftet wird, was wa-
rum fir wert erachtet wird, aufbewahrt zu werden.

»Sammeln tun wir das Aufféillige, das Wertvolle: nicht den Sand am Strand, sondern
den besonderen Stein. Muscheln, und unter ihnen die seltenen. lhnen sehen wir etwas
an. Das Besondere, Seltene, schwer zu Habende interessiert. [...] Und wir miissen die
Funde feiern, also aufbewahren, sichtbar aufhdngen, Raum geben fiir Ergdnzungen. Je-
der soll seinen Beitrag einreihen kénnen. Die Sammlungen miissen wachsen« (Balhorn
1998, zit. nach Reinhardt 2001, 13).
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Didaktisch vorstrukturierter Aufgabenpool

Modus Rechnen

Die Abfolge der einzelnen Mauern und ihrer Vorgabewerte im Modus Rechnen wird durch ei-
nen umfangreichen, erkennbare Wiederholungen beim Bearbeiten ausschlieRenden und v. a.
didaktisch begriindeten Pool bestimmt. Eine Einflussnahme auf den Aufgabenpool, von Lehr-
kraften im Rahmen von Unterrichtssoftware oft und gerne gefordert, ist an dieser Stelle (an-
ders im Modus Selbst wéhlen; s. u.), bewusst nicht vorgesehen:

Zum einen entfadllt die quantitative Notwendigkeit: Der Umfang des Aufgabenpools ist so
groB, dass sich der Ruf nach »mehr Ubungsmaterial« wahrlich eriibrigt.

Des Weiteren gibt es auch keinen qualitativen Bedarf nach externen Eingriffen in den
Poolbestand, da dieser ja vor dem Hintergrund des fachdidaktischen Konzepts des ZAH-
LENFORSCHERs ganz gezielt so konstruiert wurde, dass (zwingend!) relationale Struktu-
ren, Zahlenmuster und das operative Prinzip realisiert werden.

Jemand, der mit diesen Begriffen nichts verbindet, kann ihre Funktionen also durch die
fehlende Eingriffsmoglichkeit auch nicht irrtiimlich aufer Kraft setzen. Und fiir Jemanden,
der diese Begriffe inhaltlich zu fiillen weiR, brachte ein externer Eingriff ebenfalls keinen
Mehrwert, da er prinzipiell gleich vorgehen miisste.

Davon unberihrt stehen im Modus Selbst wahlen alle Turen offen, um individuelle Be-
dirfnisse bei der Konstruktion von Zahlenmauern auszuleben.

Krauthausen, Gunter (2006): ZAHLENFORSCHER. Didaktische Handreichung S.23



Didaktische Handreichung

Méglichkeiten der Musterbetrachtung

Aus dem Poolbestand werden jeweils zusammengehorige 4er-Sets angeboten (zwei pro Bild-
schirmseite) mit jeweils implementierten Mustern oder Regelhaftigkeiten bei der Wertebele-
gung. Dadurch lassen sich z. B. Effekte operativer Variationen erkennen und verstehen (Ob-
jekt - Operation - Wirkung; vgl. Wittmann 1985), strukturelle Zusammenhange (inkl. >Stér-
groRenc) aufzeigen und beschreiben u. v. m.

Die Thematisierung solcher GesetzmaRigkeiten ist einerseits noch nicht Kern dieses Modus.
Anderseits sind Kinder aber entweder bereits beim Berechnen der hier angebotenen Beispiele
fiir solche Muster sensibilisiert und sollen sie dann auch hier bewusst wahrnehmen koénnen.
Oder es ist didaktisch ratsam, ihren Blick bereits friihzeitig flir solche Dinge zu sensibilisie-
ren. Aus diesem Grund weist der Maulwurf hin und wieder mit einem offenen Impuls auf
vorhandene Muster hin (»Fallt dir etwas auf ...?«) und ermuntert dazu, dariiber nachzuden-
ken oder sich mit anderen auszutauschen. Exemplarisch ausgedruckte Seiten kénnen dazu
hier oder auch in spadteren Phasen des Lernprozesses herangezogen werden.

1.2.3 Modus Selbst wahlen: Schwerpunkt Strukturverstindnis & Recheniibungen

Voreinstellungen
Die moglichen MauerngroRen (3er-, 4er-, 5er-Mauern) begriindet sich wie folgt:

¢ Kleinere als 3er-Mauern sind wenig ergiebig und rechtfertigen wegen der einzigen ent-
haltenen Addition nicht das Zahlenmauernformat.

e 3er-Mauern sind gut geeignet, um bei sehr berschaubarem Rechenaufwand (der Kindern
mit rechnerischen Schwierigkeiten zugute kommt) nahezu die gesamte Fiille von Mustern
im Zusammenhang mit Zahlenmauern zu erkennen, zu bearbeiten, zu diskutieren und zu
nutzen.

* Weitere MauerngroRen rechtfertigen sich durch strukturelle Unterschiede zwischen Mau-
ern geradzahliger und ungeradzahliger Hohe. 4er-Mauern (als geradzahlige Vertreter)
haben dabei ebenfalls noch einen vertretbaren rechnerischen Aufwand. lhre Muster lassen
sich gut mit den ungeradzahligen MauerngréRen (3er oder 5er) vergleichen: Welche Ge-
meinsamkeiten gibt es? Was ist Ubertragbar, was nicht? Warum ist das so? Auf derartige
Fragen greifen spdater einige Forschungsauftrage im Modus Forschen zuriick.

* Die letzte im ZAHLENFORSCHER angebotene MauerngroRe (5er-Mauern) kann man als ei-
ne pragmatische Obergrenze verstehen. Hier beginnt das Verhdltnis von Rechenaufwand
und Muster-Ergiebigkeit langsam zu kippen, mit anderen Worten: Fiir die Mustererzeu-
gung, -vielfalt und -diskussion bringen groRere Mauern (und auch groRere Zahlenwerte)
keinen Mehrwert. Die Palette von 3er-, 4er- und 5er-Mauern erlaubt es aber zu erkun-
den, wie erkannte Muster Uber wachsende MauerngréRen hin zusammenhdngen. Und ne-
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ben dem Vergleich von >ungeraden< (3er) und >geraden< (4er) Mauern lassen sich auch
zwei Mauerntypen gleicher Paritdt (3er- und 5er-Mauern) vergleichen.

Modus Selbst wahlen

Unbenommen von dieser programmseitigen Eingrenzung auf 3er- bis 5er-Mauern steht es
natiirlich immer frei, auch gréRere Mauern zu untersuchen. Der ZAHLENFORSCHER selbst
ermuntert an einigen Stellen zu Papier-Bleistift-Experimenten. Denn nicht alles muss mit
dem Computer geschehen! Gerade unter dem Aspekt des Selbst-Wahlens entwickeln Kinder
ja nicht selten auch Lust und die (selbst gewdhlte) Anforderung, lUbergroRe Mauern anzule-
gen und rechnerisch zu bewaltigen, wie die beiden folgenden Abbildungen zeigen.
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Selbst gewdhlte Anforderungen:
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1.2.4 Modus Forschen: Schwerpunkt Problemlésen/Mathematik-Treiben
Zur Relevanz der Forscher-Metapher fiir Unterricht

Dieser Modus war als Namensgeber fir das Programm mit ausschlaggebend. Er stellt den
zentralen und eigentlich innovativen Part der Software dar. Es geht v. a. um die Auseinan-
dersetzung mit gehaltvollen Forschungsfragen rund um Zahlenmauern. Die gewdhlte For-
scher-Metapher ist dabei ernst gemeint. Sie ist weder Marketing-Attitiide noch kindertii-
melndes >Rollenspiel.

Vielmehr weisen das (natiirliche) Mathematik-Treiben von Kindern wie von forschenden Ma-
thematikern in der Tat weit reichende Parallelen auf. Es handelt sich, wie Dewey (1976) es
einmal genannt hat, um eine vergleichbare Aktivitdt an lediglich verschiedenen Stellen des
Entwicklungsprozesses. Und manchmal sind diese Orte gar nicht so weit voneinander ent-
fernt, wie man meinen mag:

In Sachen Primzahlen oder vollkommene Zahlen oder Palindrome (vgl. Winter 1986) kénnen
Grundschulkinder Fragen stellen, die Erwachsene, ja manchmal nicht einmal Mathematiker
imstande sind zu beantworten (vgl. Hoffmann 2001, 64). Diese Tatsache fiir das Mathema-
tiklernen in der Schule starker als bisher fruchtbar zu machen, die Forscher-Metapher also
zu starken und zum Bestandteil der Unterrichtskultur zu machen, kann als ein vorrangiges
Anliegen der Weiterentwicklung des Mathematikunterrichts (wie der Lehrerbildung!) verstan-
den werden.
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Das Angebot der Forschungsauftrdge

Aufgabenformate wie die Zahlenmauern sind u. a. dadurch charakterisiert, dass sie bei ein-
fach zu verstehendem Grundformat eine Vielzahl gehaltvoller Forschungsfragen ermoglichen
(vgl. Krauthausen 1998, 120-128), die sich ohne einen unverhidltnismdRigen Aufwand an
Materialerstellung in flexibler Weise an die unterschiedlichsten Lernstinde anpassen lassen.
Im ZAHLENFORSCHER werden zehn plus ein Forschungsauftrdge angeboten - Ubersichtlich
dargestellt und per Klick auszuwdhlen an einer Pinnwand mit entsprechenden Auftragszet-
teln. Zehn plus einer insofern, als der letzte, farblich etwas abgesetzte Auftrag zu >sNullmau-
ern< eine Variation der Regel beinhaltet, die sich von allen anderen Forschungsauftragen und
Programm-Modi unterscheidet (Unterschiede statt Summen; vgl. 5.2.11).

e Forschungsauftrage
, s | ;
‘ Backetain . (|3<r|0-8te” | Grunc'i_f[.;(eme; I Besonde_re
treffen emste_r 1 vergroBern | Grundsteine
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Eine Mauer = t Aufeinander Wie viele E
viele folgende Nullmauern
Mauern...? ﬁ

Grundreihen l Grundsteine
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Modus Forschen

Offenheit der Forschungsauftrage

Das Angebot versteht sich, bei gleichzeitig klarer inhaltlicher Rahmung, in mehrerlei Hinsicht
als offen:

e Es wird bewusst keine Schwierigkeitsstufung vorgegeben. Weder die Reihenfolge der Auf-
tragszettel noch die Farbe ihrer Nadeln beinhalten irgendeine Information tber den An-
forderungsgrad. Und zwar, weil der Schwierigkeitsbegriff als solcher ein subjektiver ist.
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AuRerdem beeinflussen die sehr unterschiedlichen Bearbeitungsweisen und -tiefen sowie
verschiedene denkbare Hilfsmittel den Schwierigkeitsgrad, der sich auch deswegen einer
einfachen Zuschreibung entzieht:

Sollten die Rechenfertigkeiten eines Kindes noch eingeschrdankt sein, dann kann jeder
Forschungsauftrag auch im Zahlenraum oder in der MauerngréRe angepasst werden. Alle
Forschungsauftrage lassen sich auch unterschiedlich weit bearbeiten: Fiir manchen mag
es angesichts des aktuellen Leistungsvermodgens bereits ein Erfolg sein, einige Zahlen-
mauern korrekt berechnet oder ein Muster erkannt zu haben - es aber derzeit vielleicht
noch nicht (zumal verbal oder schriftlich) beschreiben zu kénnen. Das konsistente Fort-
setzen erkannter Muster ist aber auch schon ein Beleg fiir Verstehen! Andere Kinder wer-
den weiter vordringen, vielleicht sogar das Muster begriinden kénnen. Auch die verwen-
deten Hilfsmittel beeinflussen den Schwierigkeitsgrad einer Aufgabe usw.

* Des Weiteren gibt es bewusst keine Bindung an bestimmte Jahrgangsstufen. Wahrend der
Entwicklung des ZAHLENFORSCHERs wurden alle Forschungsauftrage auch ohne Compu-
ter im Unterricht mehrfach und unter verschiedensten Rahmenbedingungen in den Jahr-
gangsstufen 1-6 sowie in der Forderschule (LB) erprobt. Diese Erfahrungen haben ge-
zeigt, dass eine eindeutige Zuweisung der Auftrdge zu bestimmten Schuljahren keinen
Sinn macht (Bissinger 2005). Es liegen u. a. Dokumente vor, wie ein und derselbe For-
schungsauftrag gleichermaRen von Zweit- wie von Fiinftkldsslern erfolgreich bearbeitet
wird, und ebenso von Lehramtsstudierenden - jeweils auf den entsprechenden Niveaus,
mit durchaus erstaunlichen Ubereinstimmungen und auch Unterschieden bzgl. der He-
rangehensweisen, der Notation, des Umgangs mit Fehlern und Frustration sowie des
Durchhaltevermdgens ... In gewissen Grenzen (s. u.) bzgl. der Rechenfertigkeit und der
Vorerfahrungen im Umgang mit Mustern ist dann nahezu jeder der elf Auftrage prinzipiell
fiir verschiedene Jahrgangsstufen oder Ausgangsbedingungen adaptierbar.

Mit einer Einschrdankung, die auch dafiir verantwortlich ist, dass der ZAHLENFORSCHER
seinen Einsatzbereich offiziell erst ab der 2. Klasse benennt: Mit Sicherheit ldsst er sich im
Modus Rechnen und Selbst wédhlen (und ware es hier auch nur vorrangig von der Lehrper-
son zur Generierung von Arbeitsbldttern) auch bereits in der zweiten Halfte des 1. Schul-
jahrs nutzen. Auch haben wir einzelne Forschungsauftrige mehrfach in Anfangsklassen
erfolgreich getestet. Andererseits sollte bedacht werden, dass v. a. im Modus Forschen
nicht nur Rechenfertigkeiten gefordert sind, die in der 1. Klasse ja gerade erst grundge-
legt und ausgebaut werden. Eine erfolgreiche Bearbeitung mit gewisser Tiefe, die die Po-
tenz der Forschungsauftrage auszuschdpfen vermag, ist jedoch auch auf Problemldsefa-
higkeiten und -erfahrungen sowie metakognitive Kompetenzen und Aktivititen (vgl. 2.4)
angewiesen, die in der 1. Klasse im erforderlichen AusmaR kaum schon vorausgesetzt
werden kénnen. Von daher schien es uns ehrlicher, einen Einsatz des ZAHLENFORSCHERs
erst ab Jahrgangsstufe 2 zu empfehlen, denn die o. g. realistischen Mdglichkeiten fiir
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Klasse 1 stellen aufs Ganze der Programm-Optionen gesehen nur einen unverhaltnisma-
Rig kleinen Anteil dar.

Im Sinne des Spiralprinzips (vgl. Krauthausen/Scherer 2003, 127 f.) ist es durchaus
empfehlenswert, einzelne Forschungsauftriage in spateren Klassen erneut zu themati-
sieren. Erfahrungsgemdl werden die Bearbeitungen der Kinder dann strukturell ange-
reicherter erfolgen und im Riickblick auf vergangene Bearbeitungen auch eigene Fort-
schritte dokumentieren kénnen.

* Nicht zuletzt gibt es keine Vorgaben iiber Lésungswege oder -methoden, Herangehens-
weisen und Materialeinsatz. Die einzige durchgdngige >Vorgabe« besteht in der Ermunte-
rung, die Arbeitsprozesse wie -ergebnisse begleitend im Forscherheft zu dokumentieren
und abschlieRend im Ergebnis-Ordner aufzubereiten (vgl. Wichtige Anmerkung fiir den
Unterrichtseinsatz auf S. 16 f.). Des Weiteren entscheiden die Lernenden selbst lber jene
Fragen, wie sie in 2.2 als Merkmal natirlicher Differenzierung ausgewiesen sind.

Die Auswahl eines Forschungsauftrags erfolgt durchgdngig nach dem gleichen Prinzip:
Bei Klick auf den Auftragszettel wird zundchst der gesamte Auftrag inklusive aller Teil-
aufgaben angeboten. Hier kann dann durch erneuten Klick die gewiinschte Fragestellung
ausgewadhlt werden. Auf der entsprechenden Bearbeitungsseite steht der Auftragstext in
einer aus-/einklappbaren Banderole am oberen Rand stets zur erneuten Einsicht oder
Rickversicherung bereit, ebenso die fiir den jeweiligen Auftrag relevanten Werkzeuge.

Mathematik-Treiben als soziale Aktivitat

Die Auftragstexte sind so formuliert, dass die Kinder im Plural angesprochen werden. Damit
soll eine gemeinsame Arbeit (2-3 Kinder) an einer Forschungsfrage nahe gelegt werden. Das
bedeutet nicht, dass alle zugleich am Computer beschaftigt sein missen. Es wird grundsatz-
lich fur sinnvoll erachtet, nicht alles und jedes - und auch nicht unbedingt von jedem Kind -
am Computer oder innerhalb der ZAHLENFORSCHER-Software bearbeiten zu wollen oder zu
missen. Ein sachgerechter Medien- und Sozialform-Mix ist weitaus sinnvoller als ein Com-
puter-fixiertes Vorgehen.

Das nahe gelegte gemeinsame Vorgehen aber ist ganz im Sinne der Forscher-Metapher, wo
das Arbeiten an mathematischen Problemen auch ganz wesentlich ein kommunikativer Pro-
zess ist! Das schlieRt Einzelarbeit in bestimmten Phasen nicht aus (z.B. Generierung von Bei-
spielmaterial oder einstweiliges ungestortes Nachdenken vor der gemeinsamen Weiterarbeit
oder Diskussion).
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In einigen Auftragstexten treten >virtuel-
le< Kinder mit gewissen Behauptungen oder
Vermutungen auf, die es zu Uberpriifen gilt.
Damit soll eine Lernkultur angeregt und ge-
fordert werden, die durch eine Fragehaltung
geprdgt ist. Die Kinder sollen lernen, weder
leichtgldubig alles zu lbernehmen oder fir
richtig zu halten, was andere sagen oder was

geschrieben steht, noch sich selbst mit den

Didaktische Handreichung

Gerade und. ungerade Decksteine |

b) In einer 3er-Mauer soll im Deckstein eine
ungerade Zahl stehen.

- Lisa meint: "Genau ein Grundstein darf
ungerade sein, egal welcher!" Hat Lisa Recht?

- Linus behauptet: "Alle Grundsteine mussen

ungerade sein!"
Uberpriift seine Behauptung!

— ) den gunzen Auftrog aazelgen

erstbesten eigenen Ergebnissen zufrieden zu geben. Ziel ist es, selbst die Verantwortung fir
das eigene Tun und die so gewonnenen Ergebnisse zu libernehmen, was man nur tun kann,
wenn man lber Methoden der Selbstvergewisserung ilber die Richtigkeit verfiigt (s. 2.4).

Die »virtuellen< Kinder agieren dabei in Stellvertreterfunktion fir die Lehrkradfte, denn diese
haben »auch die Aufgabe, den Diskurs zu entfachen, dabei zu provozieren und zu pointieren
sowie einem fachlichen und gedanklichen Niveau Geltung zu verschaffen« (Sjuts 2003, 24).
Und so sind die Behauptungen der svirtuellen< Kinder mal zutreffend (dann gilt es, dies zu
begriinden), mal nicht (dann gilt es, die Behauptung zu widerlegen). Manchmal sind sie auch
nur teilweise zutreffend: Die gemachte Aussage kann fiir sich korrekt sein, aber noch nicht
das Problem als Ganzes erkldaren - die Aussage ist also zutreffend, aber nicht hinreichend.

Das Forscherheft - work in progress

Das Forscherheft hat vorrangig Notizbuch-Charak-

Forscherheft (I ()
Declestein treffen e L

1. Das fillt auf:

ter. Daher gelten hier eingeschriankte Anforderungen
an Sachrichtigkeit, Rechtschreibung, Grammatik, U-
bersichtlichkeit u. A. (vgl. nebenstehende Abb. aus
einer 2. Kl.). Und fir externe Leser gilt der von Gal-
lin/Ruf (1995) geforderte Respekt vor der Sprache ei-
ner >Werkstatt des Lernens<. Da der Werkstatt-
Gedanke und die hier zugrunde gelegte Forscher-
Metapher so plausibel zusammen passen, sei ein Ab-
schnitt zitiert, den die Autoren als Mahnung an die
Erwachsenen in ihrem Schulbuch abgedruckt haben
(Ersetzen Sie gedanklich einfach >Reisetage-
buch< durch >Forscherheft, und Sie haben die Bot-
schaft.):

»Man darf allerdings nicht in der Rolle des gelade-
nen Gastes verharren, der im aufgerdumten Wohn-

S. 30

vorne in der Grundreihe wird
die zahl immer |.leiner und
hinten die zahl wird gréfer....

2. Woran liegt das?
Ich vermute und lberpriife:

5. Das hat geholfen:
unser gadachnig

(=]

_.
H
2]

weil zum beisiel 20-20=0 und 19 'f ;
19-20=1 011

3. [ 20 ]
3. Erkldrung und Begriindung: M.‘.-
I an musz die passenden zahlen [iel0 [ 2]
finden damit der Declstein 20
Ergibt

4.
4, Das war schwierig: .-E".—-
nein

5 [ 201

[ 4]
)
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zimmer empfangen werden will. Als Leserin oder als Leser eines Reisetagebuchs betre-
ten Sie unangemeldet und unerwartet die Werkstatt eines lernenden Menschen. Unfer-
tige Werkstiicke versperren den Weg, darunter auch Fehlerhaftes oder Misslungenes.
Leicht kann der Gast stolpern, sich an einem fremdartigen Werkzeug verletzen oder
durch Rauch und Ddmpfe gereizt werden; leicht iibersieht er Kostbarkeiten, die da und
dort unauffdllig und vielleicht schon ein bisschen verstaubt herumstehen, und stésst
sie achtlos um. Wer sich in der Werkstatt eines Lernenden umsieht, kann Zeuge einma-
liger Ereignisse werden. Altbekannte Tatsachen erscheinen oft sogar fiir Fachleute in
einem neuen Licht, wenn sie bei der Geburt der Erkenntnis dabei sind. Man darf aller-
dings (iiber die Begleiterscheinungen des Gebdrens nicht erschrecken. Und man darf
auch elementare Regeln des Respekts nicht missachten« (Gallin/Ruf 1995, 43).

Der Ergebnis-Ordner - bewusste Lernanldsse auf verschiedenen Ebenen

Wenn ein Werkstiick vollendet, ein Forschungsauftrag geldst ist, dann sieht die Werkstatt
oder das Labor meist recht unaufgerdumt aus. Um das Ergebnis angemessen zu prasentie-
ren, bedarf es daher einer Aufbereitung, die den Adressatenbezug und die Gelegenheit be-
ricksichtigt. Man kann sagen, es handelt sich um eine Publikation im Sinne des Wortes, eine
Ver-Offentlichung. Und sobald man an die Offentlichkeit tritt, gilt es auch, entsprechende
Konventionen zu beriicksichtigen:

* Ist mein Text verstandlich, auch fiir Personen, die nicht beim Prozess anwesend waren?

e Ist er nicht zu kurz und nicht zu lang?

e Ist er gut gegliedert und dadurch in der Abfolge logisch?

e Ist er fehlerfrei (Grammatik, Rechtschreibung, Zeichensetzung)?

* Ist er sachgerecht veranschaulicht (hilfreiche Abbildungen/iliberzeugende Beispiele)?

Hier wachsen Ziele des Mathematik- und des Sprachunterrichts zusammen, was auch die
zeitlichen Bedarfe aufteilen hilft (vgl. Krauthausen 2005c und die dort angegebene Literatur).

Das entsprechende Werkzeug im ZAHLENFORSCHER ist der Ordner Ergebnisse. Analog zum
Forscherheft enthilt er eine Textspalte sowie eine (aus- und einklappbare) Spalte fir illust-
rierende Beispielmauern, die sich per Mausklick aus der Arbeitsflache heriiber kopieren las-
sen (s. S. 30). Zudem stehen auf einer Reiterkarte Hilfen fir den strukturellen Aufbau von
Dokumentationen bereit, denn dies lernt man weder von alleine noch bringen Kinder die er-
forderlichen Qualifikationen schon mit. Wichtig ist hier wie anderswo erneut eine bewusste
Unterstiitzung und Férderung sowie die Bereitstellung entsprechender Kriterien:
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Deckstein treffem Deckstein treffen
lhr kénnt eurer Lehrerin oder eurem
g 3 Lehrer berichten, zum Beispiel:
1 Tipps zum Schreiben 4
5 S - Das haben wir herausgefunden:
i u
- Hierzu hatten wir gerne einen Tipp:
Fiir uns selbst
o - = 5 - Das wollen wir spater noch einmal untersuchen:
£ e : =z
E ) Furdie Lehrerin _g - Das hat uns SpaP gemacht, weil...
w [
‘g ) Prasentieren 'E - Das fanden wir weniger schén, weil...
= =
o " - Das kénnte auch fir andere interessant sein:
o aQ
o [+ X
= = - Dazu mochten wir gerne lhre Meinung wissen:
— —
.\ > ‘.
Ordner Ergebnisse (Adressatenauswahl) Ordner Ergebnisse (Gliederungshilfen)

Denn ein gut gemeinter Tipp wie z.B. »Mach dir doch eine Skizze« ist erst dann wirklich eine
Hilfe fur das Kind, wenn es zuvor gelernt hat, was denn eine gute Skizze ausmacht, was sie
von einer weniger guten unterscheidet (Gitekriterien?!) oder was sie von einer Zeichnung
oder einem Gemdlde unterscheidet. Analog hilft es dem Kind auch vergleichsweise wenig,
wenn es dazu angehalten wiirde, im Ergebnis-Ordner »schon Ubersichtlich und verstandlich«
zu schreiben. Deshalb enthdlt die Reiterkarte zum unaufwdndigen Nachschauen einige Leit-
fragen (keine Dogmen), denen nachzugehen unter den jeweiligen Bedingungen sinnvoll sein
konnte.

Selbstverstandlich kann das Kind auch eigene Uberschriften nutzen oder hier vorgeschlagene
Ubergehen. Viel entscheidender ist die Tatsache, dass durch solche exemplarisch zu verste-
henden Beispiele ausdriicklich ein Bewusstsein dafiir gefordert wird, dass gewisse Aspekte
zu bedenken sind, wenn man mit den eigenen Texten den gewiinschten Zweck bzw. auch die
Adressaten erreichen mochte (vgl. 2.4: Metakognition).

Es sollen »Texte fiir Leser« werden (Boettcher et al. 1973). Und als potenzielle Leserlnnen
werden (wiederum exemplarisch) drei konkret benannt:

* Die Option Fiir uns selbst ist fir den Fall gedacht, dass es fiir die Lernenden selbst ein
wiinschenswertes Bedirfnis werden soll, nach den noch unsortierten Werkstattberichten
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(s. 0.: Notizbuch-Charakter) das Ergebnis des eigenen Lernprozesses fiir sich selbst liber-
sichtlich geordnet zusammenzustellen. Wenn man ausdauernd und angestrengt gearbei-
tet hat, macht es Freude und auch stolz, ein >schénes< Endprodukt in Hinden zu halten.

* Die Option Fiir die Lehrerin zielt auf ein Mitteilungsbediirfnis, das Geleistete auch der
Lehrerin oder dem Lehrer zu zeigen. Hier treten bereits weitere Bedingungen fir die Er-
stellung des Textes hinzu, denn dieser Personenkreis war i. d. R. nicht stindig prasent,
was eine groRere Sorgfalt z.B. im Hinblick auf Folgerichtigkeit, Nachvollziehbarkeit, Voll-
standigkeit oder Verstandlichkeit beim Schreiben des Textes erfordert.

* Die Option Prdsentieren zielt auf Erfordernisse, die sich ergeben, wenn die Forschungser-
gebnisse in einer Rechenkonferenz der Klassengemeinschaft vorgestellt werden sollen.
Andere denkbare Situationen wadren eine Mathematik-Ausstellung, eine Projektwoche o.
A. Unter Umstidnden wird es dann weniger um die Produktion lingerer Texte gehen, son-
dern vielleicht eher um die Gestaltung von Plakaten, Postern oder Overhead-Folien.

Der Lernbericht

Lernberichte »dienen

« der Forderung von Arbeitstechniken,

« der Forderung der Sachkompetenz, der Methodenkompetenz, der Sozialkompetenz,
« der Selbstkompetenz und

« dem Anliegen einer ganzheitlichen Beurteilung« (Affolter et al. 2003, 231).

Der Mathematikunterricht verfolgt damit die Aufgabe, Kinder zum eigenstdndigen Lernen zu
befidhigen. Uber eigenstindige Lerner und die in diesem Zusammenhang hochrelevante Fi-
higkeit zur Metakognition kénnen Sie in Abschnitt 2.4 Ndaheres nachlesen.

Der Lernbericht im ZAHLENFORSCHER zielt auf die damit verbundenen Fahigkeiten und Akti-
vitdten, die durch eine durchgdngige unterrichtliche Férderung metakognitiver Kompetenzen
zu unterstitzen sind. Seine Funktion wird darin gesehen, die Kindern durch ein einfaches In-
strumentarium zu sensibilisieren und gleichzeitig die Lehrkrafte an die Bedeutung von Meta-
kognition zu erinnern, so dass die damit verbundenen Kompetenzen explizit(er) als Bestand-
teil der Unterrichtskultur geférdert werden.

Der Lernbericht besteht aus einer Ankreuztabelle mit den durch drei >Smileys< dargestellten
Spaltenoptionen (vgl. 1.1) flr stimmt - na ja - stimmt nicht sowie in der Zeilenstruktur durch
vorformulierte Fragen zu relevanten metakognitiven Bereichen: Motivation, Verstehen, Aus-
dauer, Monitoring, Kooperation, Selbsteinschitzung, Planung u. A. Das leicht handhabbare
Ankreuzverfahren hat aber auch den Nachteil, dass die Fragen in der Tabelle aus Platzgriin-
den (sowie Grinden der Lesekompetenz der Kinder) moglichst kurz sein missen. Um da-
durch bedingte Einschrankungen zu relativieren, erlaubt ein (scrollbares) Textfeld auch die
freie Texteingabe.
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Der Lernbericht lasst sich ausdrucken (zum Abheften im ZAHLENFORSCHER-Ordner), auf der
Festplatte abspeichern und von ihr hochladen. Dadurch kann er als Grundlage fiir Rechen-
konferenzen oder Gesprache mit der Lehrerin bzw. dem Lehrer dienen. Dieser Nutzungszu-
sammenhang ist wichtig zu betonen, denn alleine auf das bloRe Vorhandensein der Option
Lernbericht in der Software zu vertrauen und sich mit dem Ankreuzen der Fragen zu begni-
gen, wdre wenig zielfilhrend. Die Entwicklung von Metakognition lasst sich nicht einfach an
die Lernenden delegieren. »Selbststindiges Lernen erfolgt nicht dadurch, dass fremdgeleite-
tes Lernen schlicht vermindert wird, ja eine Uberbetonung des eigenstindigen Lernens ver-
ringert sogar dessen Wirkung« (Sjuts 2003, 20). Es bedarf also der didaktisch liberlegten In-
tegration des Lernberichts in das allgemeine Unterrichtskonzept (vgl. 2.4).

Nullmauern

.

©|© |

: - stimmt
stimmt naja ekt

Ich habe den Forschungsauftrag gern bearbeitet.

Ich habe den Auftrag so gut verstanden, dass ich
ihn auch anderen erkliren kénnte.

Ich hatte gute Ideen, um anzufangen.

Ich habe Ausdauer gehabt und nicht gleich
aufgegeben.

Ich habe gut mit anderen zusammengearbeitet.

Ich llonnte anderen helfen.

Ich brauchte manchmal nur einen kleinen Tipp.

Ich habe geprift, ob mein Ergebnis sinnvoll sein
kann.

Ich habe Fehler untersucht und herausgefunden,
wo und warum ich mich gerirrt habe.

Ich konnte aus meinen Fehlern etwas lernen.

Ich konnte Hindernisse uberwinden,

Ich habe erkannt, was ich noch Uben muss.

Ich habe mein Vorgehen und die Ergebnisse in
einem kleinen Text erldutert

Ich habe am Ende noch einmal alles
durchgesehen.

Das mochte ich auch noch sagen:
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2 Relevante fachdidaktische Konzepte

Dieses Kapitel richtet sich erstens an (angehende) Lehrerinnen und Lehrer. Fir sie ist zu er-
warten, dass bei der Lektiire der folgenden Abschnitte einschldgige Assoziationen und Ver-
knipfungen zu ihrem Professionswissen offenkundig werden. Die angebotenen Literaturver-
weise sind als Moglichkeit zur vertieften Beschaftigung mit den Fragestellungen gedacht.

Zweitens sollte die Handreichung moglichst aber auch fiir jene interessierten Leserlnnen
hilfreich sein, die nicht professionell im Lehrberuf tatig sind, den ZAHLENFORSCHER viel-
leicht im auRerschulischen Rahmen einsetzen und sich ein wenig mehr lber zeitgemiRen
Mathematikunterricht informieren moéchten.

Das Lesen der Handreichung kann durchaus selektiv erfolgen. Der ZAHLENFORSCHER
selbst ist so konstruiert, dass sich die Software auch ohne ausgewiesene fachdidaktische
Expertenschaft sinnvoll einsetzen ldsst, da in seine Entwicklung ein hohes MaR an sinter-
ner fachdidaktischer Expertise< eingeflossen ist. Insofern versteht sich die Handreichung
als (hoffentlich hilfreiches) Zusatzangebot und Referenzmedium.

2.1 Das zugrunde gelegte Verstindnis vom Lehren und Lernen

Wissen gilt als (prinzipiell) nicht vermittelbar

Dem ZAHLENFORSCHER liegt ein Verstandnis von Lehren und Lernen zugrunde, das sich seit
dem Ende der 1980er Jahre weltweit und zunehmend in allen Schulformen (wenn auch sicher
noch nicht Uberall so tief greifend und konsequent wie bislang in der Grundschule) als zeit-
gemdR herausgestellt hat und inzwischen durch internationale empirische Forschung umfas-
send bearbeitet und bestadtigt wurde.

Man kann heute ohne weiteres von einem breiten Konsens sprechen, dass Lernen nicht
durch didaktische oder methodische Einflussnahme erzwungen werden kann. >Verfligungs-
fantasien< (Combe 1996) von Lehrenden Uber Lernende sind eine Illusion! D.h. keine Lehr-
methode kann determinieren oder garantieren, dass ein Kind das lernt, was die Lehrperson
beabsichtigt. Die sog. broadcast- (Rundfunk-)Metapher, bei der die Lehrperson den >Sende-
mast« darstellt und die Kinder die Empfanger, hat sich bei genauerem Hinsehen immer zu-
verldssiger als unwirksam herausgestellt. Man geht heute davon aus, dass es aus prinzipiel-
len Griinden nicht moglich ist, Lerninhalte aus dem Kopf von >Wissenden< in die Kopfe von
Lernenden zu Ubertragen - erst recht nicht verlustfrei. Auch der Nirnberger Trichter ist also
nur eine lllusion.

Krauthausen, Gunter (2006): ZAHLENFORSCHER. Didaktische Handreichung S.35



Didaktische Handreichung

Nun mag man als Erwachsener der Meinung sein, dass man doch schlieBlich auch das Ein-
maleins, die Rechenverfahren und vieles mehr im Mathematikunterricht gelernt hatte - auch
ohne diese sneuen Methoden< und Einsichten. Dazu zwei Antwortangebote:

1. Die Verknupfung von Lernen und Unterricht ist weniger zwingend als man glaubt: Lernen
ist nicht nur als Folge von Unterricht vorstellbar bzw. Unterricht ist keine notwendige
Voraussetzung fir Lernen! Auch bei einem »traditionellen< Unterricht (ebenso Ubrigens
wie bei einem schlechten -modernen«) ldsst sich nicht vermeiden, dass Menschen lernen.
Denn manchmal lernt man eben auch trotz Schule oder trotz Lehrerin - meist dann, wenn
parallel einige der u. g. glinstigen Bedingungen bestehen (z. B. Sachinteresse und/oder
gehaltvolle Lernumgebung/Aufgabenstellung).

2. Es gibt einen Unterschied zwischen Lernen und Merken. In der Tat kann man durch das
traditionelle Vorgehen an vielen Stellen den (vordergriindigen!) Eindruck erwecken, dass
Lernen stattgefunden hat - oder vielmehr das, was man dafir halt: Wenn mir die auswen-
dige und prompte Verfiigbarkeit aller Einmaleinsreihen als Lernergebnis geniigt, dann
kann der Lehr-Lernprozess ganz anders (einfacher) gestaltet werden, als wenn ich den
Anspruch moderner Lehr- und Bildungspldane vertrete, dass zusdtzlich und vor der Auto-
matisierung der Einmaleinssdtze auch Einsichten in strukturelle Zusammenhdnge zwi-
schen und innerhalb der einzelnen Reihen (Nachbaraufgaben, Verdopplungs-/Halbie-
rungsaufgaben, Fastverdoppeln/-halbieren) sowie GesetzmaRigkeiten der Multiplikation
verfligbar und v. a. auch zum geschickten Rechnen souverdn nutzbar sind (operative Va-
riation; Kommutativitat, Assoziativitat; Distributivitdt; Konstanzsatze; vgl. z. B. Kap. 1.1.6
in Krauthausen/Scherer 2003).

Lehramtsstudierende machen in Lehrveranstaltungen nicht selten die tberraschende Erfah-
rung, dass sie gewisse Standardinhalte der Grundschule manchmal doch nicht wirklich ver-
standen haben - jedenfalls nicht so weit, wie es fiir professionellen Unterricht erforderlich
ware. Und auch mancher Erwachsene wird noch problemlos eine binomische Formel (meist
die erste) aufsagen, in der Regel aber weder erkldaren kénnen, wie sie zustande gekommen
ist, noch was sie eigentlich bedeutet und wozu sie etwa gebraucht wird. In solchen Fallen
wirde man nach vorliegendem Verstindnis nicht von einem erfolgreichen >Lernprozess«<
sprechen. Denn das Lernprodukt ist allenfalls wie ein >Gedicht< reproduzierbar, das man ggf.
auch besinnungs-los aufsagen kann. Lernen im eigentlichen Sinne wiirde aber bedeuten,
dass man entweder den Sinn und das Zustandekommen der Formel noch erklaren kénnte
oder zumindest in der Lage wdre, es - nach langerem Nichtgebrauch und demzufolge véllig
normalem Vergessen - mit geeigneten Vorstellungsmitteln wieder zu re-konstruieren.
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Konzeptionelle Folgerung fiir den ZAHLENFORSCHER:

Der ZAHLENFORSCHER ist kein >Lernprogramms, mit dem sich Lernen zwingend herbei-
flihren lieRe. Er versteht sich als Lernumgebung, die einen moglichst giinstigen und v. a.
fachdidaktisch abgesicherten Organisationsrahmen absteckt, um die Wahrscheinlichkeit
zu erhdhen, dass sich Lernen im Sinne wirklichen Verstehens und vernetzten Denkens
ereignen kann sowie Lernfreude und Selbstvertrauen gefordert werden.

Wenn Wissen auch nicht direkt vermittelbar ist, weil das Lernen nun einmal im Kopf der Ler-
nenden stattfindet, auf den Lehrende naturgemal keinen >Zugriff< haben, so gibt es aller-
dings gewisse Rahmenbedingungen oder Voraussetzungen, die dem Lernen eher forderlich
sein kdnnen als z.B. andere. Und hier setzt die professionelle Verantwortung der Lehrerinnen
und Lehrer ein.

Eine giinstige Bedingung fliir Lernen: Interesse an der Sache

Eine unmittelbar jedem einleuchtende Voraussetzung ist das Interesse des Lernenden an der
Sache. Was mich interessiert, dem bin ich eher gewillt, Aufmerksamkeit zu widmen (Motiva-
tion). Wenn mich etwas interessiert, dann halte ich auch noch durch, wenn der Lernweg sich
einmal eine Weile als etwas steinig und beschwerlich herausstellt (Ausdauer und Durchhalte-
vermogen). Denn ich weiR, dass ich mein Ziel prinzipiell erreichen kann. Im Unterschied zu
Dingen, die mir anstrengungslos in den Schol fallen, ist gerade nach lberwundener An-
strengung das Erfolgsgefiihl am groften (Kompetenzerfahrung). Dazu haben Sie sicherlich
Erinnerungen an eigene Lernerfahrungen - nicht einmal unbedingt nur in schulischen Kon-
texten, aber das spielt hier keine Rolle. Und wahrscheinlich sind das eher angenehme als un-
angenehme Erinnerungen.

Aber wenn die Kinder kein Interesse an der Mathematik haben? Sind dann alle Inhalte tabu,
fir die sie sich nicht sofort und aus freien Stiicken interessieren? Keineswegs. Schule und
Unterricht haben auch die Aufgabe, (neues) Interesse zu wecken und keine sAnbiederung an
den Publikumsgeschmack« zu betreiben. Der Mentalitdt des schnellen sWeg-Zappens< muss
die Alternative von Ausdauer und Anstrengung gegentiiber gestellt werden (vgl. Bildungspla-
ne). >Widerstindige< Probleme mit positiven statt negativen Geflihlen zu besetzen, ist ein Ziel
padagogischer Arbeit, wenn man die Fahigkeit zu Ausdauer und Durchhaltevermdgen (sich
auch mal in ein Problem >verbeiRen< kdnnen) im Blick hat. »Eine alte mathematische Weisheit
besagt: Probleme, die einen Angriff wert sind, beweisen ihren Wert, indem sie zurlickschla-
gen« (Hoffmann 2001, 99). Dem dann nicht auszuweichen, sondern sich zu stellen und >da-
gegen zu halteng, ist absolut im Sinne der Forscher-Metapher: Es zeichnet Wissenschaftle-
rinnen wie auch die Lernenden in der Schule aus. Auch bereits in der Grundschule. Denn
nicht umsonst sind die in Klammern gesetzten Begriffe des vorletzten Absatzes so oder dhn-
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lich in vielen Richtlinien, Lehr- oder Bildungsplanen fiir diese Schulstufe als Zielbeschreibun-
gen zu finden.

Was aber ist wiederum Voraussetzung fiir ein solches Interesse? Diese Frage ldsst sich hier
nicht erschopfend beantworten. Ganze Forschungsrichtungen unterschiedlicher Disziplinen
befassen sich damit. Wenn wir uns aber auf jene Bereiche und Mdglichkeiten konzentrieren,
die etwa eine gut ausgebildete Lehrerin oder ein ebensolcher Lehrer direkt beeinflussen
kénnen, also die didaktischen Optionen, dann lasst sich u. a. einer der hilfreichen Faktoren
benennen, der Interesse binden oder erzeugen helfen kann.

Eine giinstige Bedingung fiir Lernen: Substanzgehalt

Diese Bedingung ldsst sich auf einen kurzen Satz bringen: An der Sache muss etwas dran
sein! Das gilt fur das Mathematiklernen ebenso wie Uberhaupt im >richtigen Leben«<: Kinder
wie Erwachsene merken i. d. R. sehr schnell, wenn man ihnen eine Mogelpackung unterzu-
schieben versucht. Das ist dann der Fall (vgl. Art. 18 der Deklarationsverordnung fiir Waren),
wenn die Verpackung (wortlich oder sinnbildlich) durch ihre GroRe oder Aufmachung oder
Beschriftung lber die Menge der darin enthaltenen Ware tauscht. Und Mathematik wird im
Unterricht manchmal in aufwandigen und - gemessen an der enthaltenen Sache liberdimen-
sionierten oder ablenkenden - >Verpackungen< angeboten. Das kénnen erdachte Rahmen-
handlungen sein: Mdrchen, Abenteuergeschichten oder irgendwelche Kontexte, die mit der
Mathematik an sich gar nichts zu tun haben.

Dieses Grundmuster kann man - in den verschiedensten Auspriagungen versteht sich - im
computerfreien Unterricht und auch in Schulblichern beobachten. Insbesondere aber ist es
ein gangiges Konstruktionsprinzip bei der iibergroRen Mehrheit der Softwareprogramme fiir
die Grundschule, die sich damit an (verkaufstrachtige) Praktiken von Bildschirmspielen
anzuhdngen versuchen (z.B. jk 2005).

Ubrigens sind Grundschulkinder so dumm nicht! Sie durchschauen das Spiel. Sie spielen
zwar mit, weil sie unterschwellig sehr schnell lernen, wie Unterricht funktioniert bzw. an-
scheinend funktionieren soll. Aber sie spielen auch nur mit fiir den Preis, dass Lehrerinnen
und Lehrer die Schraube des >Sensationellen<, Bunten, Lauten und >GroRartigen< immer wei-
ter drehen. Als Lehrpersonen haben Sie allerdings Einfluss auf die Entscheidung, ob Sie das
wollen!

Konzeptionelle Folgerung fiir den ZAHLENFORSCHER:

Der ZAHLENFORSCHER verzichtet bewusst und konsequent auf nicht von der Sache her
notwendige Rahmenhandlungen, Gimmicks, Hotspots und Klangteppiche. Er vertraut auf
die Kraft und Eigendynamik der Mathematik selbst. Er ist ein >sruhiges< Programm, wie es
- getreu der fir den Titel gewdhlten Metapher - der Arbeitsumgebung eines Forschers
entspricht. Die implementierte Tonausgabe (abschaltbar oder wahlweise tiber Kopfhorer)
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wird alleine zur Versprachlichung von Hilfen, Aufgabentexten oder neuen Impulsen zum
Weiterlernen genutzt. Dies dient dem Verstdndnis jener Kinder, deren Lesefdhigkeit noch
nicht weit genug entwickelt ist, die aber gleichwohl die mathematischen bzw. heuristi-
schen Anforderungen erfiillen kénnen.

Aber auch gehaltvolle Angebote sind kein Selbstlaufer! Man kann auch das Format der Zah-
lenmauern als Mogelpackung fahren, z.B. wenn man sie lediglich als Trdgermedium fir Auf-
gaben benutzt, die sich aber ansonsten kaum von der traditionellen reproduktiven Unter-
richtspraxis unterscheiden: So ist ein Arbeitsblatt mit irgendwelchen vorgegebenen Zahlen-
mauern denkbar (womdglich sogar ausschlieRlich komplett vorgegebene Grundreihen; vgl.
Beispieltyp A im Modus Regel), die die Kinder dann sabrechnen« - und fertig. Zahlenmauern,
wie sie im ZAHLENFORSCHER aufbereitet sind, folgen ganz offenkundig einem anderen Kon-
zept (vgl. zum Aufgabenpool in 1.2.2 sowie die Ausfiihrungen in 2.3).

Konzeptionelle Folgerung fiir den ZAHLENFORSCHER:

Der ZAHLENFORSCHER benutzt die Zahlenmauern nicht als Tragermedium fiir willkiirliche
und inhaltlich arme Fertigkeitsiibungen. Er schopft die diesem Aufgabenformat inhdren-
ten mathematischen Moglichkeiten aus. Und zwar nicht durch eine schlichtes Erhéhen
der Rechenanforderungen, sondern durch vielfdltige Gelegenheiten zum Mathematik-
Treiben und zum Nachdenken lber mathematische Muster im Rahmen der einzelnen
Fragestellungen. Rechenfertigkeiten werden dabei gleichwohl mit geférdert (vgl. auch
Kasten auf S. 46).

Eine giinstige Bedingung fiir Lernen: Selbsttdtigkeit

Neben der sachlichen (= mathematischen) >Aufladung< und aufgrund der Nicht-Vermittel-
barkeit von Wissen (s. 0.) gibt es eine weitere fundamentale Forderung im Rahmen eines
zeitgemdRen Lehr-Lernverstindnisses: Lernen ist umso wahrscheinlicher und erfolgreicher,
je stdrker es eine selbststindige Auseinandersetzung mit gehaltvollen Lernumgebungen
(statt Vormachen/Nachmachen) ermoglicht. Lernende miissen Zeit und Raum erhalten, sich
die Lerninhalte durch aktiv-entdeckende Auseinandersetzung zu erarbeiten. Der Nobelpreis-
trager Richard Feynman sagt es so: »What | do not create, | cannot understand.«

Lehrende haben dann die Aufgabe, nicht den Stoff an die Lernenden zu vermitteln, sondern
zwischen Lernenden und Stoff zu vermitteln. Das heilt: die Lernangebote so aufzubereiten
und den Lernprozess so zu organisieren, dass Lernen im genannten Sinne gefdrdert wird.
Lehrende konnen (und missen) im Rahmen ihrer didaktischen Expertenschaft und Verant-
wortung das Lernen organisieren, sie kénnen aber niemanden >lernen machen<«. Und eine
weitere Implikation hat dieses Lehr-/Lernverstindnis: Mathematiklernen wird hier als Pro-
zess verstanden, »bei dem sich zunachst das Kind der Lehrerin verstandlich macht - nicht
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umgekehrt. Das ist eine radikale Wende: Die Pflicht zu verstehen wird vom Schiler auf die
Lehrerin Gbertragen« (Wielpltz 1998, 10).

Dieses konzeptionelle Verstindnis, das inzwischen durch vielfache Untersuchungen theore-
tisch und praktisch erforscht und bestdtigt wurde - auch Ubrigens seine Giltigkeit fir sog.
slernschwache Kinder«< (vgl. z.B. Scherer 1994 & 1995; Moser Opitz 1999 & 2002) - hat seit
Jahren Einfluss in die Unterrichtspraxis und neue Schulbiicher gefunden, ebenso wie in die
Lehrerbildung (Wittmann/Midller 1990/1992; Radatz et al. 1996/1998/1999; Schipper et al.
2000; Krauthausen 1998a; Krauthausen/Scherer 2003).

Konzeptionelle Folgerung fiir den ZAHLENFORSCHER:

Die Organisation der Lernprozesse erfolgt im ZAHLENFORSCHER durch eine fachdidak-
tisch begriindete Grobstrukturierung (4 Programm-Modi), durch die unterschiedlichen
Phasen eines Lernprozesses Raum gegeben wird. Des Weiteren wurde jeder Programm-
Modus nach spezifischen fachdidaktischen Kriterien feinstrukturiert, ohne dabei die
Ganzheitlichkeit und Offenheit der Lernumgebung aufzugeben (Konstruktion der Aufga-
benpools fiir den Modus Rechnen; Freiheitsgrade fiir den Modus Selbst wdhlen; Kon-
struktion der Forschungsauftrige im Modus Forschen). Der ZAHLENFORSCHER verfolgt
eine »Offenheit mit Konzept« (vgl. Selter 1997).

Ganzheitliches Lernen an offenen Aufgabenstellungen

Viele Erwachsenen werden sich noch daran erinnern, wie sie in der Grundschule das Eins-
pluseins gelernt haben: Es wurden zundchst die Zahlen eine nach der anderen >eingefiihrts,
dann wurden einfache Plusaufgaben (erst bis 5, dann bis 10, spater erst bis 20) gerechnet,
dann die so geflirchtete Zehneriberschreitung - im manchmal wahrsten Sinne des Wortes -
>problematisiert< (vgl. Krauthausen 1995a), und schlussendlich kam man zum Addieren im
gesamten 20er-Raum. Aufgaben wurden meist von der Lehrperson bzw. durch das Schul-
buch vorgegeben, und die Kinder hatten die Aufgabe, diese langsam aber sicher zu verin-
nerlichen (auswendig zu lernen) und bei Bedarf reproduzieren zu kénnen.

7-3= 5+56= 4-1= 3+1=
9-4-= 7+1= 10-3= 7+2=
10-56= 5+4= 8-4= 3+3=
8§—-1= 4+3= 6-3= 4+4=
3-2= 4+2= 9-2= 7+3=

Ein Beispiel fir diese Auffassung sind etwa die 0. g. Rechenpackchen, die man so oder dhn-
lich durchaus auch heute noch in manchen aktuellen Schulbiichern findet. Konstituierend fir
das gestufte, schwierigkeitsisolierte und fertigkeitsorientierte Vorgehen ist dabei:

¢ Addition und Subtraktion werden je fiir sich in separaten Packchen gelibt.
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Postulat heute: integriertes Uben beider Operationen, um ihre Zusammenhinge und
strukturellen Relationen deutlich und nutzbar werden zu lassen.

e Zunachst werden ausgiebig Aufgaben ohne Zehneriiberschreitung gelibt, dann Aufgaben,
die den Zehner auffiillen, und erst dann werden auch Aufgaben liber den Zehner gerech-
net (bevorzugt mittels Teilschrittverfahren).

Postulat heute: sofortige Offnung des 20er-Raumes als Angebot und Beriicksichtigung
auch anderer Strategien der Zehneriberschreitung (z.B. (Fast-)Verdoppeln oder Kraft der
5; vgl. Krauthausen 1995a).

¢ Die einzelnen Aufgaben innerhalb eines Rechenpackchens sind willkiirlich gestellt, sie
stehen in keinem strukturellen Zusammenhang.
Postulat heute: bewusstes Nutzen struktureller Zusammenhinge fir das operative Uben.

* Das Aufgabenangebot ist >geschlossen¢, es gibt nur eine richtige Lésung und meist auch
ein vorgeschriebenes Verfahren.
Postulat heute: Offnung der Aufgaben hin zu Lernumgebungen mit offenen Vorgehens-
weisen, u. U. mehreren Ergebnissen und auch Rechenfdhigkeiten (geschicktes Rechnen)
einschlieRende Zielsetzungen.

Gegeniiber einem solchen reproduktiven, passivistischen Verstindnis des Lernens wird seit
Jahren eine aktivistische und ganzheitliche Vorgehensweise praktiziert: Der Lerninhalt, das
Einspluseins im 20er-Raum, wird nicht mehr in isolierte Lernatome zerlegt, sondern den
Lernenden ganzheitlich prasentiert und z.B. symbolisiert durch die strukturelle Darstellung
des 20er-Feldes, der Einspluseins-Tafel (vgl. Wittmann/Miller 1990) oder des Rechenrah-
mens (vgl. Radatz et al. 1996).

RO MO

K
LA 0000

20er-Feld Einspluseins-Tafel 20er-Rechenrahmen

Das bedeutet nicht, dass jetzt alle Kinder sogleich bis 20 rechnen muissen (wo doch jede
Lehrperson weiB, dass immer wieder auch Kinder in einer Eingangsklasse sitzen kdénnen, die
noch groRe Probleme haben, bis 10 zu zdhlen). Die ganzheitliche Offnung des 20er-Raumes
versteht sich als eine Option: Jedes Kind kann sich in diesem Rahmen so weit bewegen, wie
es sich zutraut bzw. jedes Kind kann seinem Leistungsvermogen entsprechend gefdrdert
werden - aber eben an den prinzipiell gleichen Aufgabenstellungen. Diese sind dann auch
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keine Zufallspackchen mehr, sondern didaktisch wohliiberlegte Aufgabenserien, die in einem
strukturellen Zusammenhang stehen, um die notwendige inhaltliche Substanz zu gewdhr-
leisten, ohne die Lernen (ob von Mathematik oder anderem) eben weniger interessant ist.

Eine besondere Rolle in diesem Konzept spielen zudem die sog. offenen Aufgabenstellun-
gen, wie etwa folgende:

1. Finde mdoglichst viele Plus-Aufgaben mit dem Ergebnis 10 (oder 15 oder 20 oder zu
einer selbst gewdhlten Zahl)!

2. Wie viele kannst du jeweils finden? Fallt dir an den Aufgaben etwas auf? (Sortiere!)

3. Schreibe fiinf leichte und fiinf schwere Plus-Aufgaben auf!

Solche offenen Aufgabenstellungen haben gegeniiber vorgefertigten Rechenpackchen aus
dem Schulbuch den groRen Vorteil, dass sie die Kinder, gleich welchen Leistungsstandes,
kaum mehr unter- noch lberfordern kénnen. Aufgabenpackchen, die in keinem inhaltlichen
Zusammenhang stehen, kann das Kind entweder leisten oder nicht. Auch manche Software-
programme verkaufen es als >Vorteilc, dass die Aufgabendarbietung durch einen Zufallsge-
nerator erfolgt! Fur didaktisch professionell geschulte Lehrerinnen und Lehrer ist klar, dass
gerade dies eher ein gravierender Nachteil ist und sich unter heutigen Gitekriterien gewiss
schon lange nicht mehr als Marketing-Argument eignet.

Die Packchen unter der o. g. Aufgabe 1 oder 3 kénnen aber kaum dberfordern. Sie vermitteln
vielmehr jedem Kind die fiir das Lernen so unerhoért wichtigen Erfolgserlebnisse, weil das
Anspruchsniveau selbst gewadhlt und dem eigenen Vermdgen oder Zutrauen angepasst wer-
den kann - vom Lernenden selbst! Zudem erhdlt die Lehrperson durch solche offenen Aufga-
benstellungen unerldssliche Informationen lber den individuellen Leistungsstand und damit
fir sinnvolle Hilfen oder Férdermaoglichkeiten.

Aufgabenstellungen wie die o. g. kdnnen auch kaum unterfordern, weil sie - entsprechend
gewahlt, wie z.B. in der 0. g. Aufgabe 2 oder 3 - auch fiir die begabtesten Kinder einer Klas-
se hinreichend >Futter< bieten: Denn immer dann, wenn das Rechnen selbst keine groRen
Probleme mehr macht, lassen sich bei geeigneten Lern- oder Aufgabenumgebungen (s. u.) in
unaufwandiger Weise weiterfiihrende Fragen anschlieRen, bei denen es um Beziehungen
zwischen den einzelnen Aufgaben oder um die Beschreibung, Erkldrung und Begriindung
von Mustern oder GesetzmdélBigkeiten geht. Dafilir geeignete Aufgabenstellungen, wie es z.B.
die Zahlenmauern im Programm ZAHLENFORSCHER deutlich machen kénnen (Modus Selbst
wédhlen, Modus Forschen), lassen sich auf jedes Anspruchsniveau sowohl nach unten wie
nach oben flexibel anpassen.

Die Potenz offener Aufgabenstellungen ldsst sich exemplarisch durch das nachfolgend ab-
gebildete Beispiel dokumentieren (aus: Scherer 1995, 207). Der Auftrag lautete: »Finde Plus-
Aufgaben mit dem Ergebnis 100!« Wer sich die Miihe einer genaueren Analyse dieses Doku-
mentes macht, der wird eine Vielzahl an Informationen darliber gewinnen, was dieses Kind
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bereits kann und wie es noch zu fordern ware. e -

Es zeigt aber gleichzeitig auch, wie geschult ~y 80420 - V7 35,

der Blick der Lehrkrafte sein muss, um diese 3;4 o SOHES . ?gi‘am’ﬂ
Vielfalt tatsachlich zu erkennen. Welche Auf- 7/?7[ Jﬁﬁ o 40T 25 + 5= g
gabentypen etwa hat das Kind hier realisiert? “@ b /%7'(7— /7)”&5__ %70-
Gibt es noch andere? (vgl. ebd.). %\v‘;,{_ ’Z?’érg\?¥ﬁ e Zl;_f: g0
Bei offenen Aufgabenstellungen sind durch die ,?47{ W"?O’:@.-(f?; 5 =4

verdnderten Anforderungen zweifellos die Rol- 6 AT 74
<t 3 : 5>
len der Lehrpersonen und der Lernenden tan- 9’2 ’@E;)‘ 0= Wo@iﬁg‘ %
A

giert. >Verdnderte« Anforderungen heilt aber L

nicht zwingend »>zu hohe< Anforderungen,

héchstens snoch ungewohnte< Anforderungen. Dass eine Umstellung auf ein verandertes Un-
terrichtskonzept (inkl. einem entsprechendem Konzept von Leistungsmessung) maoglich ist,
zeigt der Uberzeugende Erfahrungsbericht von Kathy Lawrence (Leatham et al. 2005). Hierin
wird deutlich, dass neben der wachsenden Souveranitit der Lehrerin, von der auch die Freu-
de am eigenen Tun profitiert, es den Kindern gelingen kann, aus einer traditionell gepragten
Unterrichtserfahrung beeindruckende Fortschritte zu machen, was die Selbstverstiandlichkeit
des Begriindens, des Verfassens mathematischer Texte und der Etablierung einer Fragehal-
tung im Rahmen einer wiinschenswerten Unterrichtskultur betrifft.

Konzeptionelle Folgerung fiir den ZAHLENFORSCHER:

Die Zahlenmauern im ZAHLENFORSCHER werden bewusst nicht nach dem Prinzip der Iso-
lierung der Schwierigkeiten angeboten, und auch nicht nach dem Prinzip vom >Leich-
ten< zum >Schweren< (beides subjektive Begriffe). Im Modus Forschen haben die Lernen-
den weitgehenden, im Modus Selbst wdhlen vollstindigen Einfluss auf die Gestaltung der
Zahlenmauern, an denen sie arbeiten wollen (GroRe, Art und Zahlbelegungen). Im Modus
Rechnen, der aus didaktisch vorkonstruierten Pools gespeist wird (vgl. 1.2.2), kann die
Mauerngrofe und der Zahlenraum eingegrenzt, aber auch offen gehalten werden. Es wird
nicht als problematisch, sondern als normal verstanden, hier auch einmal eine Mauer o-
der ein Set zu Uberspringen, falls es punktuell die momentanen Moéglichkeiten lGberstei-
gen oder auch als zu strivial< erscheinen sollte. Eine permanente optimale Passung ist ei-
ne lllusion bzw. didaktische Fantasie, die der ZAHLENFORSCHER erst gar nicht zu bedie-
nen versucht.

Natirlich kénnen auch heute noch vorgegebene Rechenpackchen sinnvoll sein, allerdings
weniger solche, die nach dem Zufallsprinzip konstruiert wurden, sondern jene, deren Aufga-
benabfolge einer unterlegten Struktur, einem Muster folgt - eben >Packchen mit Pfiff< oder
>schone Packchen< (vgl. Wittmann/Miller 2004). Als solche kdnnen auch die didaktisch kon-
struierten Pools fiir den Modus Rechnen verstanden werden.
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Konzeptionelle Folgerung fiir den ZAHLENFORSCHER:

Die Zahlenmauern fir den Modus Rechnen werden jeweils in didaktisch wohliiberlegten
4er-Sets angebotenen. Nach dem Ausrechnen werden in jedem Set gewisse Zahlenmuster
(in den Grundreihenbelegungen, den Decksteinen, ...) erkennbar, die sich fiir weiterfiih-
rende Fragestellungen eignen (Woher kommt das? Was geschieht, wenn ...?). Der betref-
fende Pool ist so umfangreich und zudem so konstruiert, dass Wiedererkennenseffekte
oder vorschnelle Wiederholungen so gut wie ausgeschlossen sind und auch die Option
eines externen Eingriffs durch Lehrpersonen (z.B. um selbst Mauern hinzuzufligen) ent-
behrlich ist (vgl. 1.2.2). Fiur Letzteres steht zudem der Modus Se/bst wédhlen mit allen nur
erdenklichen Freiheitsgraden zur Verfligung.

Entdeckendes Lernen bedarf einer professionellen Organisation der Lernprozesse

Dass Lernende sich aktiv mit einem ganzheitlich dargebotenen Lernstoff anhand offener
Aufgabenstellungen auseinander setzen sollen, bedeutet weder, dass sie machen kdénnen,
was sie wollen, noch dass diese Art des Unterrichtens fiir die Lehrpersonen leichter sei, weil
ja doch die Kinder »>alles selbst entdecken< sollen! Im Gegenteil: Aktiv-entdeckendes Lernen
bedarf einer sehr sorgfdltigen und keineswegs trivialen Organisation der Lernprozesse (das
meint mehr als bloRes Klassenmanagement oder Sozialformwechsel), wozu auf Seiten der
Lehrperson auch eine voraus gehende sorgfiltige und sachkundige Durchdringung der ma-
thematischen Hintergriinde der jeweiligen Lerninhalte gehort, weil diese ja nun vergleichs-
weise mehr fachliche Substanz beinhalten als bei unzusammenhdangenden Rechenpackchen,
die es lediglich auszurechnen gilt (vgl. 5.2 sowie Krauthausen/Scherer 2006).

Lehrpersonen, die die Struktur der Muster verstehen und die dahinter stehenden mathemati-
schen Konzepte oder Ideen fiir sich (als Hintergrundwissen) handhaben kénnen, sind natur-
gemadl besser aufgestellt, um Kindern dabei zu helfen, ihr Gefiihl und ihre Sensibilitat fir
Muster zu entwickeln (vgl. Pinel 1990, 34).

Konzeptionelle Folgerung fiir den ZAHLENFORSCHER:

In der vorliegenden Handreichung zum ZAHLENFORSCHER wird im Kap. 5 eine umfassen-

de Aufbereitung der mathematischen Hintergriinde des Aufgabenformats der Zahlen-

mauern sowie aller enthaltenen Forschungsauftrage vorgelegt. Dadurch kénnen sich (v.

a. auch fachfremd eingesetzte) Lehrerinnen und Lehrer informieren,

« um die Thematisierung von Zahlenmauern (on- oder offline) mdoglichst weitgehend
auszuschépfen,

« sinnvoll in andere mathematische Lernprozesse der Grundschule zu integrieren und

« perspektivisch auf den spateren Mathematikunterricht (Sekundarstufe) auszurichten.
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Grundsatzlich jedoch ist es eine fundamentale Aufgabe der Lehrerbildung, angehenden
Lehrpersonen eine berufsbild-relevante fachinhaltliche Professionalisierung zu erméglichen
- eine elementarmathematische Ausbildung vom hoheren Standpunkt (vgl. Miiller et al.
2004).

2.2 Produktives Uben und natiirliche Differenzierung

Abgrenzung zum traditionellen Ubungsverstandnis

Dem im letzten Abschnitt skizzierten traditionellen Lernverstindnis ldasst sich ein entspre-
chendes Verstindnis von der Rolle und der Gestaltung des Ubens im Mathematikunterricht
zuordnen (vgl. Winter 1984; Wittmann 1990/1992; Krauthausen/Scherer 2003 & 2006). Zur
Abgrenzung von einem modernen Ubungsverstindnis, wie es u. a. auch im ZAHLENFOR-
SCHER zugrunde gelegt wird, werden nachfolgend die zentralen Merkmale des traditionellen
Ubens kurz zusammengefasst.

Nach traditioneller Vorstellung, bei der im Mathematikunterricht Mathematik als Fertigpro-
dukt von der Lehrperson an die Kinder verabreicht wird, dient das Uben als eine >nachtragli-
che« Tatigkeit in erster Linie der Festigung zuvor angeeigneten Wissens: Beginnend mit eini-
gen Musteraufgaben, die von der Lehrperson (ggf. unter Mitwirkung einzelner Kinder) vor-
exerziert werden, folgt alsdann die Bearbeitung gleichartiger Aufgaben im Klassenverband
(Memorierung). Die Aufgaben enthalten bestimmte, meist isolierte Wissenselemente, die
durch ausgedehnte Quantitdat der Aufgaben eingelibt, >eingeschliffen< werden sollen (Fertig-
keitstraining). Ziel ist der Aufbau zuverldssiger Reiz-Reaktions-Mechanismen zwischen Auf-
gabe und richtiger Losung.

Verstdndlicherweise kann dies leicht langweilig werden. Daher hat man sich immer bemiiht,
die Kinder durch gewisse Motivationstricks - meist in Form sachfremder Verpackungen -
zum Uben zu >uberlisten<. Dariiber sollte auch nicht hinwegtauschen, dass dabei manchmal
mit bedeutsam klingenden Vokabular gearbeitet wird: Die Kinder kdnnen (angeblich) diffe-
renziert, spielerisch, selbstbestimmt lernen. Man braucht dazu allerdings u. U. eine Unmen-
ge verschiedener Arbeitsblatter flir viele angenommene Lernstinde, die man naturgemal
dennoch nie wirklich verldsslich >treffen< kann. Die Aufgaben erlauben (angeblich) den Kin-
dern eine >Selbstkontrolle« - in Wirklichkeit handelt es sich um eine delegierte Fremdkontrol-
le: Die direkte Steuerung durch die Lehrperson wird lediglich ersetzt durch eine subtile Fern-
steuerung durch das Material. Das entstehende Puzzlebild eines Rechen-Memorys hat gar
nichts mit der Aufgabenanforderung zu tun. D.h. es besteht kein prinzipieller Unterschied
darin, ob die Lehrperson dem Kind sagt, dass die Losung richtig sei oder das Puzzlebild/die
Stopselkarte o. A. - was Selbstkontrolle wirklich bedeutet, das findet sich sehr schén bei Wil-
helm Oehl:
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»[Wir miissen] zwischen Fremdkontrolle und Selbstkontrolle unterscheiden. Sagt der
Lehrer dem Schiiler: >Diese Aufgabe ist falsch«, so handelt es sich einwandfrei um
Fremdkontrolle. Aber auch in allen andern Féllen, in denen irgendein Hilfsmittel, etwa
ein Ergebnisheft oder eine Priifzahl [...] dem Schiiler sagt: >Diese Aufgabe ist falschs,
haben wir es mit Fremdkontrolle zu tun. Das richtige Ergebnis (im Ergebnisheft) oder
die Priifzahl sind von einem >Fremden< gegeben worden. Handelt es sich um eine Auf-
gabe aus dem praktischen Leben oder irgendeine Aufgabe, die aulerhalb des Rechen-
buchs gestellt wurde, so entfallen solche Hilfen, der Schiiler muB8 jetzt durch eigenes
Nachdenken, durch eigenes Anwenden mathematischer Hilfsmittel die Entscheidung
treffen: falsch oder richtig. Selbstkontrolle ist immer Individualkontrolle ohne jede
fremde Hilfe. Die echte Selbstkontrolle mul8 auf jede Aufgabe in gleicher Weise an-
wendbar sein und nicht nur auf die Aufgaben des Rechenbuches. Diese begriffliche
Klarstellung ist notwendig, weil sich in den zuriickliegenden Jahren Kontrollmethoden
in unsern Schulen unter dem anspruchsvollen Etikett >Selbstkontrolle« (Priifzahlen) ein-
geblirgert haben, die in Wirklichkeit Fremdkontrollen sind. [...] Die Selbstkontrolle ver-
langt von ihrem Begriff her eine erhéhte geistige Urteilskraft. Ich soll mathematische
Beziehungen kontrollieren, d. h. doch, ich soll von einem iibergeordneten Standpunkt
aus, kraft meiner Einsicht in die Zusammenhdnge, ein giiltiges Urteil liber richtig oder
falsch abgeben. Jeder Kontrolle mu8 ein Denkakt zugrunde liegen, der die Kontroll-
malBnahmen auslést« (Oehl 1962, 33 f.).

Das Konzept des produktiven Ubens

Legt man eine Vorstellung vom aktiv-entdeckenden Lernen von Mathematik zugrunde (Ma-
thematiklernen als Prozess, als Tatigkeit, als Mathematik-Treiben), dann ist man zwingend
auch auf ein anderes Ubungskonzept angewiesen, das konsequent auch hier die aktive Ta-
tigkeit der Lernenden in den Vordergrund stellt.

Produktives Uben ist nach Winter (1984, 6) in folgende vier Phasen gegliedert:

»1. Auseinandersetzung mit einer herausfordernden Situation, Exploration, Entwicklung ei-
ner Problemstellung;

2. Simulation und Rekonstruktion mit vorhandenem Material, dabei Entwicklung neuer Be-
griffsbildungen oder Verfahren und evt. Lésung des Problems;

3. Einbettung des neuen Inhalts in das vorhandene System; Ausgestaltung vielfdltiger Bezie-
hungen;

4. Bewertender Riickblick auf den neuen Inhalt und die Methode seiner Gewinnung; Thema-
tisierung von Heurismen, bewusste Versuche des Transfers.«

Alle vier Phasen enthalten mehr oder weniger starke Anteile von Ubung und Wiederholung,
es wird, wie Winter sagt, »entdeckend gelibt und libend entdeckt«.
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»Uben ist damit im wesentlichen das Wiederaufnehmen eines (entdeckenden) Lernpro-
zesses, das Nocheinmalnachbilden, Nocheinmalnachbauen von Lernsituationen. An der
zunehmenden (und nicht schon gleich vermittelten) Schematisierung von Verfahren, an
der Verflechtung von Wissen sowie an der geldufigeren Handhabung von Strategien
werden die Schiiler bewusst und aktiv

beteiligt.« (ebd., 10) Organisation und Selbstorganisation des Lernens
| : Einfuhren Einfihren Einfuhren Einfuhren
Dass das Uben somit den gesamten Pro_ Hinweisen Hinweisen Hinweisen Hinweisen

zess des aktiv entdeckenden Lernens Beraten Beraten Beraten Beraten
. . Zuhdren Zuhéren Zuhoren Zuhdren

durchdringt, wurde auch im Modell des

didaktischen Rechtecks gezeigt (s. Abb.;

Einfdhrung 3Ubu_ng - Anwendung  Erkundung

aus Wittmann 1992, 178), wo die Ebene

der Lernaktivititen (auf Seiten der Lernen- —— (Kennen). (SR HRERRERE:

den) und die Ebene der Lernorgansiation lemen gmen = temen
Uben Oben Uben Uben

(auf Seiten der Lehrperson) gegeniiber ge- Anwenden  Anwenden  Anwenden Anwenden

Erkunden Erkunden Erkunden Erkunden

stellt werden. —
Lernaktivitaten

»Die Phase der Ubung durchdringt dabei

alle anderen Phasen in doppelter Weise: Einerseits enthalten Unterrichtseinheiten zur Ein-
fiihrung, Anwendung oder Erkundung immer auch Elemente des Ubens. Zum anderen
sind in den gesamten Lernprozess (kleinere oder gréBere) Unterrichtseinheiten zum Uben
einzuflechten« (ebd.).

Konzeptionelle Folgerung fiir den ZAHLENFORSCHER:

Im ZAHLENFORSCHER gibt es keine unzusammenhidngenden Aufgabenserien zum >Ein-
schleifen< von Rechenfertigkeiten. Die zweifellos auch bedeutsame Fertigkeitsschulung
(z.B. in den Grundrechenarten) erfolgt hier als natirlicher Begleiteffekt der Bearbeitung
von Aufgabenstellung mit weiter reichenden Zielen (vgl. Kap. 3). Damit wird Winters
(1984) Forderung, entdeckend zu tben und libend zu entdecken, ausdriicklich nahe ge-
legt:

Der ZAHLENFORSCHER enthdlt (v. a. im Modus Forschen) herausfordernde Situationen,
die auch zu neuen Problemstellungen Anlass geben, die auferhalb des Programms bear-
beitet werden kdnnen. Die Bearbeitung der Forschungsauftrage bietet Anlasse zur Ge-
winnung neuer Verfahren und Darstellungsweisen (etwa zur Absicherung, dass alle Mog-
lichkeiten einer Loésung gefunden wurden). Es kdnnen explizite Zusammenhdnge zwi-
schen den Forschungsauftrigen erkennbar und genutzt werden. Und nicht zuletzt wird
der Bewusstheit Uber den eigenen Lernprozess, seine Einschatzung und rickblickende
Bewertung (nicht i. S. von Noten, sondern i. S. metakognitiver Elemente des Lernens) im-
mer wieder ausdriickliche Beachtung geschenkt (Forscherheft, Ordner Ergebnisse, Lern-
bericht).
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Ubungstypen

Um die Ubungsangebote nicht einseitig zu konzipieren, wurde von Wittmann (1992, 178 ff.)
eine Klassifizierung nach Ubungstypen vorgeschlagen. Sie lassen sich zum einen (mit z. T.
flieRenden Ubergiangen) strukturieren ...

nach dem Grad der Strukturierung: unstrukturiert, schwach strukturiert, stark strukturiert
nach der Nutzung konkreter Materialien: auf Material gestitzt, formal/symbolisch

Strukturierungsgrad

schwach strukturiertes
unstrukturiertes Uben strukturiertes

e
Darstellungsform ™

gestitztes Uben

formales Uben

Abb. nach Wittmann 1992, 179

Wie lasst sich in dieser Systematik der ZAHLENFORSCHER verorten?

Darstellungsform: Wenn zum Berechnen von Mauern Werkzeuge wie Rechenrahmen,
100er-Feld (on-/offline-Versionen) oder andere Materialien zu Hilfe genommen werden,
handelt es sich um gestitztes Uben. Was die Seite der Berechnungen betrifft, wird das je-
doch auf das ganze Spektrum der Software hin gesehen eher seltener vorkommen; zu-
mindest stellt es keinen erkldarten Schwerpunkt im ZAHLENFORSCHER dar, gestitzte
Recheniibungen anzubieten, da der didaktische Ort der Software ein anderer ist.
Gestitzte Darstellungsformen kénnen allerdings dort wieder zum Tragen kommen, wo es
um das Begriinden von Mustern geht (v. a. Modus Forschen): Denn auch wenn formale
(algebraische) Verfahren den Lernenden hier noch nicht zur Verfligung stehen sollten,
kénnen sog. inhaltlich-anschauliche Beweise (vgl. Krauthausen 2001) eine analoge Funk-
tion erfiillen. Plattchen- oder Punktmusterbeweise etwa bedienen sich geometrischer
Darstellungen zur Aufhellung arithmetischer Zusammenhdnge. Sie kdnnen bei einigen
Forschungsauftragen hilfreich sein! (vgl. 4.2.2 und 5.2.6)

Strukturierungsgrad: Unstrukturiertes Uben erlaubt der Modus Selbst wédhlen mit seinen
unbegrenzten Freiheitsgraden. Im Modus Rechnen sorgt bereits der didaktisch vorkon-
struierte Pool fiir eine Hintergrundstrukturierung. Diese muss zwar noch nicht explizit
Beriicksichtigung finden (man kann die angebotenen Mauern auch einfach nur ausrech-
nen), durch die eingestreuten Impulse (»Fallt dir etwas auf?«) wird jedoch auf vorhandene
Muster aufmerksam gemacht. Die gezielten Auftrdge im Modus Forschen erfordern dann
zwingend ein strukturiertes Vorgehen bzw. stellen die Muster und Strukturen ausdriick-
lich in den Mittelpunkt.
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Neben dem Grad der Strukturierung kann man noch eine Unterscheidung nach der Art und
dem Zugang der Strukturierung treffen (ebenfalls mit flieRenden Ubergdngen, je nach Kon-
struktion oder Schwerpunktsetzung der Aufgaben):

e Problemstrukturierte Ubungen: Die Gleichartigkeit der beim Uben zu berechnenden Auf-
gaben ist durch eine libergeordnete Frage- oder Problemstellung bedingt.

e Operativ strukturierte Ubungen: Die Gleichartigkeit der Aufgaben ergibt sich aus der sys-
tematischen Variation der Aufgaben oder der Daten/Zahlen in den Aufgaben; die Ergeb-
nisse stehen in einem gesetzmaRigen Zusammenhang.

e Sachstrukturierte Ubungen: Die Aufgaben werden aus einem Sachzusammenhang heraus
strukturiert; die Ergebnisse vermehren zudem das (auBermathematische) Sachwissen der
Kinder.

———___Art der Struktur | problem- | operativ . sach- R |
Zugang zur Strukil strukturiertes Uben strukturiertes Uben | strukturiertes Uben
| reflektives Uben {

immanentes Uben

I I B

Abb. nach Wittmann 1992, 180

Wie lasst sich in dieser Systematik der ZAHLENFORSCHER verorten?

e Problemstrukturiertes Uben findet v. a. im Modus Forschen statt, wo die Gibergeordneten
Problemstellungen durch die jeweilige Forschungsfrage gegeben sind. Hier wird beson-
ders der Forderung Winters (1984) entsprochen, entdeckend zu iiben und libend zu ent-
decken. Des Weiteren wird bereits im Modus Rechnen durch die eingestreuten Impulse,
ob etwas beim Berechnen auffillt, dazu ermuntert, auf Muster zu achten und damit den
strukturellen Zusammenhang innerhalb eines Mauernsets zu problematisieren.

e Operativ strukturiertes Uben: Dieses ist durch die spezifische Gestaltung des Mauern-
pools im Modus Rechnen vorimplementiert. Die hier in dieser Hinsicht gewonnenen Erfah-
rungen (daher auch die o. g. Impulse im Modus Rechnen) kénnen dann im Modus Selbst
wédhlen bei der Konstruktion eigener Mauern umgesetzt und ausprobiert werden, was a-
ber in der Hand der Lernenden liegt, wohingegen im Modus Forschen bei einzelnen For-
schungsauftrdgen ein operativ variierendes Vorgehen nicht selten hocheffizient bei der
Losungssuche sein kann.

e Sachstrukturiertes Uben: Diese Form des Ubens deckt die Software (bewusst und natur-
gemdR) nicht ab, denn Zahlenmauern stellen ein inner-mathematisches Format dar und
haben keine wirklich sinnvollen und kindgemdRen Entsprechungen in der Umwelt. (Auch
in der Klasse aus realen Ziegeln oder Pappkartons aufgebaute und mit Zahlenkartchen
beklebte Zahlenmauern wiirden librigens eine solche nicht darstellen!)
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Und nicht zuletzt sind neben der Art der Strukturierung noch unterschiedliche Zugangswei-
sen bzw. Arbeitsweisen mit der Struktur der Ubungen maoglich:

 reflektives Uben: Der strukturelle Zusammenhang wird erst im Anschluss an einzelne,
isolierte Ubungen erkannt und reflektiert, also in der Riickschau herausgearbeitet. Diese
Zugangsweise impliziert zwei Phasen: a) Berechnungen anstellen, b) Reflektieren lber er-
kannte Muster.

¢ immanentes Uben: Der strukturelle Zusammenhang der Ubung wird von Beginn an in den
Blick genommen und gleichsam als Leitfaden benutzt, z. B. als lbergeordnete Frage-/
Problemstellung. Die einzelnen Berechnungen der Ubungsaufgaben erfolgen also von An-
fang an vor dem Hintergrund bzw. mit Blick auf ein libergeordnetes Ziel.

Wie lasst sich in dieser Systematik der ZAHLENFORSCHER verorten?

 reflektives Uben erfolgt v. a. im Modus Rechnen, wo zuerst jeweils die Zahlenmauern-
4er-Sets ausgerechnet werden miissen, bevor ein Muster erkennbar wird und ggf. reflek-
tiert werden kann. Ob und inwieweit auch im Modus Selbst wéhlen und auch Forschen re-
flektives Uben stattfinden kann, hingt von der Nutzungsweise ab, fir die hier ja weit rei-
chende Freiheitsgrade zur Verfligung stehen.

e immanentes Uben ist der Schwerpunkt im Modus Forschen, da durch die Forschungsauf-
trage eine Ubergeordnete Problemstellung vorgegeben ist, zu deren Losung die Berech-
nungen von der ersten Zahlenmauer an dienlich sein sollen und sie damit von Anfang an
in den Blick nehmen miissen.

Konzeptionelle Folgerung fiir den ZAHLENFORSCHER:

Der ZAHLENFORSCHER beriicksichtigt durch seine Programm-Modi und deren unter-
schiedliche Schwerpunktsetzungen ein breites Spektrum von Ubungstypen (i. S. Witt-
manns). Ankniipfungsoptionen zum gestitzten Uben sind vorhanden, ebenso wie auch
Méglichkeiten des unstrukturierten Ubens im Modus Selbst wéahlen durch die hohen Frei-
heitsgrade. Der Schwerpunkt des ZAHLENFORSCHERs liegt auf dem (problem- und ope-
rativ-)strukturierten Uben, sowohl in reflektiver wie immanenter Form.

Natlirliche Differenzierung

Das Problem der Differenzierung ist alles andere als neu, angesichts zunehmend heteroge-
ner Lerngruppen in den Schulen ist ihm aber in den vergangenen Jahren eine stetig wach-
sende Bedeutung zugekommen. Zahlreiche Vorschlage wurden unterbreitet unter der kon-
sensuellen Einsicht, dass ein effektiver Mathematikunterricht - wie jeder andere Unterricht
auch - grundsatzlich nur differenziert ablaufen kann. Unterschiedliche Ansichten scheinen
allerdings dariiber zu bestehen, wie eine solche Differenzierung konkret aussehen sollte.
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Ein Problem, das ebenfalls seit Jahren besteht und auch heute noch durch entsprechende
Angebote gendhrt wird, besteht in der Hoffnung, die erforderliche Individualisierung vorran-
gig organisatorisch in den Griff zu bekommen - was sicherlich eine Problemverkiirzung dar-
stellt. Die Einrichtung von >Lerntheken¢, die Bereitstellung einer Fiille an Materialien, Kartei-
karten oder Arbeitsblattern bringt nicht den gewiinschten Erfolg, sondern generiert oft ge-
nug nur eine Oberflache, hinter der die mathematische Substanz zunehmend verschwindet.
Wenn >offener Unterricht< oder >Kindorientierung< zu bloRen Schlagwortern degenerieren, so
Valtin (1996, 185), dann kénnen sich gefdhrliche Konsequenzen einstellen:

Zum einen der Verzicht auf strukturierte und/oder herausfordernde Lernangebote zugunsten
eines >Selbstbedienungsladens«< (ebd.). Und zum anderen sind die >didaktischen Feuerwerke«
mitunter so aufwandig, dass sie nicht den Alltag darstellen (kdnnen), sondern allenfalls et-
was Besonderes. Aber: »Es geht um das System, nicht um die Highlights. Es gibt keine
Tricks, sondern nur einen Weg: Differenzieren ohne zu trennen« (Meier 2002, 4). Wie aber
kann das gelingen? Briigelmann (2001) fordert eine sDifferenzierung nach Inhalten< und stellt
sogleich die kritische Frage: »Aber wer kann die leisten - bei 25 bis 30 Kindern? [...] Kein
Wunder, dass selbst konventionelle Formen der Differenzierung im Schulalltag eher selten
praktiziert werden« (Briigelmann 2001, 52). Die Mathematikdidaktik hatte dazu ein Angebot:
Das >Geheimnis< liegt in einer bestimmten Qualitdt der Lernangebote.

Sie missen offen sein in dem Sinne, dass sie unterschiedliche Zugangsweisen, Bearbei-
tungswege und Anspruchsniveaus ermdoglichen. Und wegen der groRen Heterogenitdt der
Lerngruppen muss man, so auch die Erfahrungen von Hengartner (1997), ganzheitlicher und
grossschrittiger planen: »Man braucht komplexere Aufgaben, die allen Zugang bieten, die
sich aber auf unterschiedlichen Niveaus |6sen lassen« (ebd., 3). Angenehmer >Nebeneffekt«:
»Wer Kindern eigene Entdeckungen zutraut, wer Spielraum fiir eigene Lésungsstrategien ge-
wahrt, wird neugierig auf die Denk- und Lernwege der Kinder und will sie erfassen und ver-
stehen« (ebd.).

Die damit verbundene Empfehlung haben Wittmann et al. (1994 bzw. 1997) natdirliche Diffe-
renzierung genannt und wie folgt begrifflich gefasst, von traditionellen Formen abgegrenzt
und begriindet:

»Bei der iiblichen [...] Differenzierung wird eine Lerngruppe [...] in Teilgruppen auf-
gespalten, die unterschiedlich schwere Aufgaben erhalten und/oder sie auf unter-
schiedlichen Niveaus und mit unterschiedlichen Mitteln I6sen. Dies ist eine Differen-
zierung vom Lehrer aus, da er den Kindern die Aufgaben und die Bearbeitungsform
zuweist. Im Sinne des aktiv-entdeckenden und sozialen Lernens bietet sich dariiber
hinaus eine Differenzierung vom Kinde aus (natiirliche Differenzierung) an: Die gesam-
te Lerngruppe erhdlt ein ganzheitliches Themenangebot, das naturgemdl Aufgaben
unterschiedlicher Schwierigkeitsniveaus umfalt. Die einzelnen Kinder wirken nach ih-
ren Fidhigkeiten bei der Lésung mit. Gerade fiir schulschwache Kinder ist dies auleror-
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dentlich wichtig: Dadurch, dal sie die Freiheit haben, iiber die benutzten Hilfsmittel,
die Rechenwege und die Form der Lésung selbst zu entscheiden, kénnen sie ihre Lern-
voraussetzungen selbst optimal einbringen und werden so am besten vorankommen«
(Wittmann et al. 1994, 12).

»Die Freiheit in der Wahl der Lésungswege und Anschauungsmittel, manchmal auch
der Aufgaben selbst sowie im Rahmen gewisser sozialer Konventionen auch die Frei-
heit in der miindlichen oder schriftlichen Form der Lésungen liegt sowohl in der Natur
des aktiv-entdeckenden Lernens als auch in der Natur der Mathematik« (ebd., 4).

Insgesamt ist die natirliche Differenzierung ein noch stark unterschatzter (oder unbekann-
ter?) Weg, der noch zu wenig oder noch nicht konsequent genug in der (Grund-)Schule ge-
nutzt wird, d.h. hier liegen durchaus noch nicht ausgeschdpfte Moglichkeiten. Sie macht, im
Sinne Freudenthals (1974), aus der >Not« der Heterogenitdt eine Tugend, indem »die Schiler
nicht neben-, sondern miteinander am gleichen Gegenstand auf verschiedenen Stufen tatig
sind« (ebd., 166). Und zwar »jeder auf der ihm gemaRen Stufe [...], und diese Zusammenar-
beit soll es sowohl denen auf niedrigerer Stufe wie denen auf héherer Stufe ermdéglichen, ih-
re Stufen zu erhdhen, denen auf niedrigerer Stufe, weil sie sich auf die hohere Stufe orientie-
ren konnen, denen auf hoherer Stufe, weil die Sicht auf die niedrigere Stufe ihnen neue Ein-
sichten verschafft« (ebd., 167). Freudenthal nennt das, was sich dann zwischen den Lernen-
den ereignet, >didaktische Beziehungen«<: »Schiiler lernen es, didaktisch zu fiihren und ge-
flihrt zu werden - nullte Stufe der Didaktik, auf der sogar manche Lehrer ihr Leben lang blei-
ben. Eine hohere Stufe ist die, wo man Uber ausgeiibte Didaktik (die eigene und die anderer)
reflektiert - man sollte das doch wenigstens zukiinftigen Lehrern beibringen« (ebd., 172).

Konzeptionelle Folgerung fiir den ZAHLENFORSCHER:

Der ZAHLENFORSCHER ermdglicht aufgrund seiner Binnenstruktur wie durch das Aufga-
benformat der Zahlenmauern in hohem MaRe eine natiirliche Differenzierung. Alle mit
diesem Konzept verbundenen Postulate (s. 0.) lassen sich - nicht nur, aber v. a. bei einer
addquaten Integration der Software in einen wiinschenswerten Unterrichtskontext - bei-
spielhaft realisieren.
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2.3 Substanzielle Lernumgebungen (SLU)

Im 2. Band des Handbuchs produktiver Rechenlibungen grenzt Wittmann (1992) den traditi-
onell gefarbten Begriff der sUnterrichtseinheit< von einem weiter fiihrenden Verstiandnis sog.
substanzieller Unterrichtseinheiten ab: Kurz gesagt meint erstere die Behandlung eines be-
stimmtem Themas liber eine oder mehrere Unterrichtsstunden, wobei die methodische, for-
mal-didaktische Aufbereitung dieses Lehrvorhabens durch die Lehrperson im Mittelpunkt
steht. Bei substanziellen Unterrichtseinheiten steht demgegeniiber die inhaltliche Seite, d.h.
auch ganz wesentlich die im Unterrichtsgegenstand wirksame Eigendynamik der Sache, im
Vordergrund. Sie lassen sich aus moglichst gehaltvollen realen oder innermathematischen
Problemstellungen heraus entwickeln.

Damit entsprechen sie nicht nur den o. g. Postulaten der Anwendungs- und Strukturorien-
tierung, sondern auch der im Rahmen der natiirlichen Differenzierung als unerlasslich ange-
sehenen Bedeutung inhaltlicher Aspekte vor den organisatorischen. Da der Begriff der Unter-
richtseinheit einschldgig belegt ist und das, was Wittmann meint, eben unabhdngig von Un-
terrichtsstunden ist (erst Recht eines 45-Minuten-Zuschnitts) und eine Organisation von of-
fenen, inhaltlich ganzheitlich und gehaltvollen s-Umgebungen«< bedeutet, die eine Vielfalt un-
terschiedlicher Aktivititen erlauben, wird seit langerem (u. a. Krauthausen 1998) der Begriff
substanzielle Lernumgebung (SLU) bevorzugt (vgl. auch Wittmann 1998/2001/2004). Dem-
nach sind substanzielle Lernumgebungen (in der angelsdchsischen Literatur substantial lear-
ning environments) durch folgende konstituierende Merkmale charakterisiert:

1. Sie reprdasentieren zentrale Ziele, Inhalte und Prinzipien des mathematischen Lernens auf
einer bestimmten Stufe (in unserem Fall also etwa der Grundschule) und sind daher mit
anderen substanziellen Lernumgebungen vielfdltig verkniipfbar.

All das, was man also liber wiinschenswertes und effektives Mathematiklernen heute
weil, was damit erreicht werden soll und welche Grundprinzipien dabei wirksam sein
sollen (z.B. didaktische Prinzipien; vgl. Krauthausen/Scherer 2003, 122 f.) - all dies muss
sich in einer SLU widerspiegeln.

2. Sie sind verbunden mit fundamentalen Ideen und Verfahren der Mathematik (auch liber
die Stufe der Grundschule hinaus!) und beinhalten daher ein reiches Potenzial fiir ma-
thematische Aktivitdten.

Es muss sich also um eine mathematisch reichhaltige Umgebung handeln. Die Orientie-
rung an fundamentalen Ideen des Faches (den Lehrpersonen als Hintergrundwissen ver-
traut) ist hilfreich, um sich vor dem Hintergrund des Zeitdeputats eines Schuljahres nicht
in Einzelheiten und Randthemen zu verlieren, sondern sich auf Ideen der Mathematik zu
konzentrieren, die von Klasse 1 an lber die Sekundarstufe bis in das Fachstudium und
die Fachwissenschaft durchgidngig bedeutsam sind. Hierbei wird deutlich, wie viel Zah-
lentheorie beispielsweise bereits im Grundschulunterricht relevant und vorhanden ist -
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und auch kindgemdR (nicht kindertiimelnd, sondern intellektuell redlich; vgl. Bruner
1970) erarbeitet werden kann. Je substanzieller die zu verhandelnde Sache ist, desto
mehr Raum und desto vielfdltigere Ansatzpunkte und Optionen gibt es, Aktivitdten in
Gang zu setzen und aufrecht zu erhalten, die dem Lernen im genannten Sinne und der
Einsicht forderlich sind. Und umso weniger ist man angewiesen auf sachfremde Verpa-
ckungen, die zwar eine Lerngruppe duRerlich >lebendig« erscheinen lassen kénnen, hdau-
fig aber eben durch vordergriindigen Aktionismus oder vorrangig organisatorisches
Klassenmanagement.

Sie sind didaktisch flexibel und kénnen daher leicht an die speziellen Gegebenheiten ei-
ner konkreten Lerngruppe angepasst werden.

Hat die Lehrperson eine SLU fir sich selbst durchdrungen, was v. a. auch das Verstindnis
der dahinterstehenden mathematischen Ideen und Begriffe sowie eine ausgiebige
(Selbst-) Erfahrung mit den moglichen Frage- oder Problemstellungen meint, dann kann
eine solche Lernumgebung sehr flexibel und v. a. unaufwandig an die spezifischen Rah-
menbedingungen einer konkreten Lerngruppe angepasst werden. Das betrifft sowohl die
Anforderungen an das spontane Reagieren, die sich der Lehrperson wahrend der Aktivi-
tdtsphasen der Kinder stellen kédnnen, wie auch die Anpassung der gleichen Lernumge-
bung an andere Jahrgangsstufen. U. a. diese Option ist mitverantwortlich flir die enorme
Potenz, die den Konzepten der SLU und der natirlicher Differenzierung innewohnt: Denn
was kann man sich angesichts des Dauerthemas Differenzierung Schoneres vorstellen als
ein Werkzeug zur Verdanderung von Unterricht, das den Aufwand in alltagstauglichen
Grenzen hdlt und dabei zugleich die Substanz der Lernprozesse maRgeblich erhoht?!

Sie integrieren mathematische, psychologische und pddagogische Aspekte des Lehrens
und Lernens in ganzheitlicher Weise.

Diese Bedingung erinnert daran, dass Mathematikunterricht oder das Mathematik-
Treiben keineswegs nur Kognition, einseitige Rationalitit, linke Gehirnhilfte u. A. bedeu-
tet, sondern gleichwohl psychologische und padagogische Maximen sowie eine affekti-
ve/emotionale Komponente in natlrlicher Weise integriert. In der mathematischen Fach-
literatur kommen Begriffe wie Asthetik oder Schénheit (von Beweisen oder zahlentheore-
tischen Mustern etwa) durchaus nicht selten vor. Das folgende Zitat des Mathematiker
Godfrey H. Hardy (1877-1947), dem >Vater< der modernen Zahlentheorie, ist in diesem
Zusammenhang schon mehr als sprichwortlich: »Die Muster des Mathematikers miissen
wie jene eines Malers oder Dichters schén sein, sie miissen wie die Farben oder die
wohlgesetzten Worte auf harmonische Weise zusammenpassen. Schonheit ist das erste
Gutekriterium: Fir hdssliche Mathematik gibt es auf Dauer keinen Platz auf der Welt« (A
Mathematicians Apology 1941; Ubers. u. Hervorh. GKr). Und neben der Schénheit gehort
auch das >Spiel mit Zahlen< sowohl zur Fachwissenschaft wie zur natirlichen Mathematik
von Kindern. »Zum mathematischen Tatigsein gehdren sowohl das korrekte Schluffol-
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gern aus in sich widerspruchsfreien Definitionen und Annahmen wie auch Intuition und
Konstruktion (als treibende Kraft), ebenso >das Spielen mit Zahlen und Formen< und auf
das praktische Anwenden gerichtetes Vorgehen« (Courant/Robbins 1992, zit. in Steinweg
2001).

Es ist Aufgabe der mathematikdidaktischen Forschung, solche SLU zu entwickeln. Die aktu-
elle Fachliteratur bietet inzwischen eine Vielzahl von Vorschldagen und Erfahrungsberichten
zu allen Inhalten der Grundschulmathematik. Ebenso ist auch ihre tatsachliche Machbarkeit
und Alltagstauglichkeit dokumentiert, d. h. auch die Ausdauer, Motivation und Effektivitat,
mit der sich Grundschulkinder auf solche Lernumgebungen einlassen.

Konzeptionelle Folgerung fiir den ZAHLENFORSCHER:

Der ZAHLENFORSCHER regt dazu an, die den Zahlenmauern innewohnende Substanz
starker als bisher gewohnt auszuschépfen und sie nicht lediglich als Aufgabentrager fir
unzusammenhdngende Rechenaufgaben zu benutzen. Der potenzielle Einwand, dies sei
fir die Kinder (und/oder die Lehrpersonen) ungewohnt (und daher >zu schwer«), liefert
gleichzeitig die Legitimation des Tuns: Gerade dann macht es Sinn, entsprechende Ange-
bote zu unterbreiten, damit es lernbar wird. »Nicht weil es schwer ist, fangen wir es nicht

an, sondern weil wir es nicht anfangen, ist es schwer« (Seneca).

2.4 Metakognition

Der Reflexion Uber die eigenen Lernprozesse wird vermutlich im Mathematikunterricht der
Grundschule noch zu wenig Beachtung in dem Sinne geschenkt, dass diese Fahigkeit selbst
ausdriicklich zum Unterrichtsgegenstand erhoben wird. Denkbare Ursachen kdénnen in der
fragwiirdigen Vorstellung gesehen werden, dass »Metakognition durch tagtdgliche Lerner-
fahrungen gewissermaRen von selbst erworben wird. Ebenso scheint eine Uberschdtzung der
als vorhanden vermuteten metakognitiven Fahigkeiten oder eine Unterschatzung der Ler-
nenden in der Nutzung von Metakognition vorzuliegen« (Sjuts 1999, 497).

So wird allein schon der so bedeutenden Riickschau auf den Lernprozess (nur eine Facette
von Metakognition) selten ausdriickliche Beachtung geschenkt. »Von der besten Wirkung
[etwa guter Ideen; GKr] geht etwas verloren, wenn der Schiiler versaumt, die fertige Losung
noch einmal zu Uberprifen und zu durchdenken«, bedauert Polya (1995, 19), und etwas
spdter:

»Selbst recht gute Schiiler schliefen ihre Hefte, wenn sie die Aufgabe geldst und den
Beweis sauber niedergeschrieben haben, und warten auf etwas Neues. Wenn sie so
verfahren, lassen sie eine wichtige und lehrreiche Phase der Arbeit aus. Durch Riick-
schau auf die vollendete Lésung, durch nochmaliges Erwédgen und Uberpriifen des Re-

Krauthausen, Gunter (2006): ZAHLENFORSCHER. Didaktische Handreichung S.55



Didaktische Handreichung

sultats und des Weges, der dazu fiihrte, kbnnten sie ihr Wissen festigen und ihre Fi-
higkeiten, Aufgaben zu Iésen, entwickeln« (Polya 1995, 28).

Aber zur Metakognition gehért noch weit mehr: Sie umfasst nach Sjuts (2003) die Fahigkeit
des Menschen, liber sein eigenes Wissen, lber eigenes Handeln und Denken und auch lber
eigene Lernprozesse reflektieren zu kénnen. Es geht also um die Kenntnis der Lernenden
Uber ihr eigenes sintellektuelles Funktionieren< sowie »die Fiahigkeit, auf autonome Art die
noétigen verschiedenen metakognitiven Funktionen verfligbar zu haben, um Probleme zu 16-
sen« (Martin/Doudin 1996, 45). Dazu gehodren etwa Tatigkeiten des Planens, der Voraus-
schau, der Hierarchisierung von Informationen, der Selbstiiberwachung i. S. des sich selbst
Uber die Schulter Blickens (Monitoring), der Selbsteinschdatzung und Introspektion sowie des
Prifens der eigenen Vorgehensweisen und (Zwischen-)Ergebnisse.

Metakognition wird als Schlisselqualifikation fiir Lernen verstanden. Zahlreiche Studien ha-
ben gezeigt, dass schulischer Erfolg Hand in Hand geht mit hoher metakognitiver Kompe-
tenz (Martin/Doudin 1996). In ihrem Forschungsprojekt Eigenstdndige Lerner: Férderung des
eigenstandigen Lernens, Denkens und Problemlésens von Schiilern durch die Erleichterung
der Selbststeuerung, Selbstbeobachtung und Reflexion der eigenen Lernerfahrungen haben
Beck et al. (1992) gezeigt, wie eigenstdandige Lerner Uber Strategien verfiigen, eigene Erfah-
rungen zu nutzen und daraus zu lernen. Sie kdnnen ihre eigenen Starken und Schwidchen
einschdtzen, sie kdnnen sich selbst beim Ausfiihren einer Handlung steuern, beobachten
und kontrollieren, sie denken liber ihr eigenes Verhalten nach und reflektieren lber Mittel-
Zweck-Zusammenhdnge (ebd., 11 f.). Und dies gilt bereits fiir Lernende in der Grundschule:

»Die metakognitiven Verfahren des gegenseitigen Vormachens (Fremdbeobachtung an
Ausflihrungsmodellen), des Beobachtens und Dokumentierens (Selbstbeobachtung und
Arbeitsheft), des gemeinsamen Analysierens und Reflektierens (Lernpartnerschaft, Ar-
beitsriickschau) und des gemeinsamen Besprechens von Lernprozessen haben sich als
wirksame Instrumente fiir die Férderung eigenstidndiger Lerner erwiesen, und zwar
schon fiir Schiiler der Primarschule (...). Primarschiiler und Schiilerinnen und Schiiler
aus dem mittleren Leistungsbereich wiesen die stdrksten Zunehmen an metakognitiver
Bewusstheit auf« (Beck et al. 1992; 81 u. 83).

Wichtig fiir eine gezielte unterrichtliche Férderung von Metakognition, wenn sie denn auch
tatsdchlich die Effektivitdit von Denken und Lernen erhéhen soll, sind aber zwei Bedingun-
gen, auf die Sjuts (2003) verweist: Erstens entwickelt sie sich nicht »unverbindlich«, quasi
von selbst, schon alleine durch das Ausbleiben von Fremdsteuerung. Und zweitens gibt es
keine inhaltsfreie Entwicklung von Metakognition. Was folgt daraus?

Erstens, dass die Lehrperson bewusst und gezielt Lernanldsse organisiert und verfligbar
macht, also metakognitive Aktivititen konkret anregt und anwendet. Dazu bedarf es ent-
sprechender Aufgabenstellungen, die das auch in natiirlicher und sinnvoller Weise ermdgli-
chen, indem sie Eigenproduktionen der Lernenden evozieren und erfordern (vgl. Sjuts 1999;
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Kaune 1999). Dadurch wird auch der geforderten Inhaltlichkeit entsprochen, denn es gibt ein
Etwas, Uber das man schreiben, reden und reflektieren kann (und nicht nur leere Methode,
>Stricken ohne Wolle«).

Und zweitens bedarf es gewisser Abmachungen, eines »didaktisch-sozialen Vertrags« (Sjuts
2003, 18), wie das Arbeiten im Mathematikunterricht sowie das Reflektieren dariiber aus-
sieht bzw. auch, welches Instrumentarium dafir hilfreich ist und eingesetzt werden soll.

Konzeptionelle Folgerung fiir den ZAHLENFORSCHER:

Die Forschungsauftriage im ZAHLENFORSCHER stellen Aufgabenkontexte bereit, die Ei-
genproduktionen evozieren (Selter 1994). Durch entsprechende Instrumente bzw. die
damit verbundenen Abmachungen - Einsatz von Forscherheft, Ordner Ergebnisse, Lern-
bericht - kdnnen Voraussetzungen geschaffen werden, um metakognitive Aktivitdaten
bzw. Kompetenzen im Unterricht (also nicht schon alleine durch das Benutzen der Soft-
ware!) zu fordern. Durch Verschriftlichungen (Forscherheft, Ordner Ergebnisse) und das
auf dieser Basis nahe liegende Sprechen iber Prozesse und Ergebnisse wird das Wissen
liber das eigene Wissen und Denken bewusst gemacht und damit die Chance zur be-
wussten Rickschau, Analyse und Reflexion erdffnet.

2.5 Zum Umgang mit Fehlern

Lernende sollen, so die zeitgemdRe Forderung von Bildungsplanen und Fachdidaktik, zu-
nehmend Verantwortung fir ihren eigenen Lernprozess iibernehmen lernen - beginnend be-
reits in der 1. Klasse. Das impliziert auch, mit Fehlern a) selbststindig und b) produktiv um-
gehen zu lernen. Deshalb ist es formlich kontraproduktiv, wenn eine Software, wie leider
immer noch liberwiegend lblich, z.B. nach drei Fehlversuchen die korrekte Losung vorgibt.

>Aus Fehlern lernenc ist weitaus effektiver und nachhaltiger, wenn es durch die eigene Bear-
beitung und Einsicht (auch in die Fehlerursachen) geschieht. Fehler nicht primar als etwas
>Auszumerzendes< oder am besten gar im Vorfeld schon zu Vermeidendes zu stigmatisieren,
wird dem tatsdchlichen und natirlichen Ablauf von Forschungs- wie Lernprozessen nicht
gerecht. Fehler sind hier nicht nur natiirliche Begleiterscheinungen, sondern oft sogar Im-
pulsgeber fir (strukturell angereichertes) Nachdenken und Lernergebnisse auf héheren Ni-
veaus. »Negative Ergebnisse [...] bedeuten oftmals einen gewaltigen Fortschritt in der Ma-
thematik oder in den Naturwissenschaften« (Gell-Mann 1996, 81). Nicht Fehlervermeidung
um jeden Preis heilft das Postulat, sondern Fahigkeit zum produktiven Umgang mit Fehlern.

Natirlich kommt es dabei auch auf den didaktischen Ort an: Es gibt Situationen, da sollte
man sich tunlichst nicht (mehr) verrechnen, aber es gibt ebenso Kontexte, da ist ein Fehler
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erst einmal kein wirklich brisantes Problem.

Und des Weiteren ist der Umgang mit Fehlern abhdngig von der Fehlerart. Es sollte sorgfaltig
unterschieden werden, ob es sich um Rechenfehler, Denkfehler oder Notationsfehler handelt,
denn je nachdem sind - erst recht in Kombination mit dem didaktischen Ort - ganz unter-
schiedliche Reaktionsweisen opportun!

Selbstkontrolle statt Fremdkontrolle

Die Lernenden sollen zunehmend in die Lage versetzt werden, unabhdngig von externen
Kontrollen zu werden und stattdessen Methoden kennen lernen, wie sie sich selbst Gewiss-
heit Uber die Richtigkeit eines Vorgehens verschaffen bzw. im Fehlerfall Ursachen aufdecken
und Abhilfe finden kénnen. Auch die Lehrpersonen sind im Unterricht bemiht, Hilfen zur
Selbsthilfe zu geben und nicht als >letzte Instanz« iber Richtig oder Falsch zu fungieren und
damit die Lernenden abhdngig von dieser externen Autoritdt zu halten. Es ist prinzipiell kein
Unterschied, ob es sich dabei um die Lehrperson oder eine Software handelt, die als solche
fungiert. Auch im letzteren Fall handelt es sich um eine Fremdkontrolle - nur eben an das
Material (hier: Programm) delegiert (vgl. das entlarvend klare Zitat aus Oehl 1962 auf S. 46
dieser Handreichung).

Alternativ sollten die Kinder im Unterricht bereits von Anfang an angeleitet werden, Sensibi-
litat far Fehler als natirliche Begleiterscheinung von Lernprozessen zu entwickeln und sie
nicht als >persdnlichen Makel< zu verstehen. Ebenso wichtig ist es, ein selbstverstiandliches
Bediirfnis nach Fehlerprifung und Verantwortung fiir das eigene Vorgehen zu entwickeln.
Auch dies kann in einfachen Formen bereits ab Klasse 1 beginnen, wobei die Lehrpersonen
hier zundchst noch in Stellvertreterfunktion wiinschenswertes Modellverhalten realisieren
werden (und als solches bewusst machen sollten!).

Methoden zum Umgang mit Fehlern

Insbesondere gehort dazu auch eine Unterstiitzung beim Erlernen konkreter MaRnahmen
zum Umgang mit Fehlern:

* Es gibt z. B. innermathematische Priifverfahren in Reichweite von Grundschulkindern: Jede
Aufgabe der Grundrechenarten kann etwa durch ihre Umkehraufgabe (Reversibilitdt) ge-
prift werden, manche durch ihre Tauschaufgabe (Kommutativgesetz). Meist sind auch
Anbindungen an >verwandte< Aufgaben maoglich (vgl. Grundaufgaben/Grundstrategien bei
Radatz et al. 1996, 84).

* Des Weiteren lassen sich andere Reprédsentationsebenen zur Kontrolle nutzen: Additions-
und Subtraktionsaufgaben lassen sich (ggf. Gber Analogieaufgaben) mit Hilfe konkreter
Materialien prifen - sei es mit dem Rechenrahmen oder dem Punktfeld, wie sie auch als
virtuelle Version im ZAHLENFORSCHER enthalten sind, aber gewiss auch in physischer
Form im Klassenzimmer. Natlirlich sind auch andere konkrete Arbeits- oder Anschau-

S. 58 Krauthausen, Glnter (2006): ZAHLENFORSCHER. Didaktische Handreichung



Didaktische Handreichung

ungsmittel zur enaktiven oder auch ikonischen Vergewisserung hilfreich (Skizzen). Dies
wird sich letztlich nach den in der jeweiligen Klasse gegebenen Gewohnheiten richten.

GemdR dem Prinzip der minimalen Hilfen sind nach einem solchen Versuch ganzlich selbst-
standiger Richtigkeitsprifung oder Fehlerbehandlung weitere Méglichkeiten sinnvoll, die den
Lernenden aber nicht zu frith (wenn auch gut gemeint) aufgedrangt werden sollten.

e Fihren die bisher genannten Methoden nicht weiter, so kann man sich (dann!) an Mitler-
nende mit der Bitte um Hilfe wenden. Dabei sollte es moglichst zuvor Gegenstand eines
bewussten Lernprozesses gewesen sein, wie denn (auch fiir Kinder) wiinschenswerte Hil-
feleistung aussehen sollte (ndmlich nicht als Abnehmen der Verantwortung durch >Vorsa-
geng; s. 0.). Dem in der Grundschule Ublichen >sHelfersystem« tdte es von daher manchmal
gut, daraufhin Uberprift zu werden, sind damit doch erhebliche Kompetenzen auf Seiten
des Hilfe-Gebenden nétig, tUber die Kinder nicht schon automatisch verfiigen (kénnen).

e Als letzte Stufe bei der Richtigkeitsprifung bzw. Fehlerbehandlung ware dann die Bera-
tung durch die Lehrperson zu suchen, fiir die natirlich die bisher genannten Prinzipien
gleichermalen und insbesondere gelten.

Zu beachten ist des Weiteren der didaktische Ort der Richtigkeitspriifung und der Fehlerbe-
handlung, wodurch sich unterschiedliche Praktiken rechtfertigen lassen (s. u.).

Konzeptionelle Folgerung fiir den ZAHLENFORSCHER:

Die Fehlerbehandlung im ZAHLENFORSCHER ist sehr differenziert angelegt und richtet
sich nach der jeweiligen Situation (dem didaktischen Ort) bzw. dem Modus, in dem ein
Fehler auftaucht. In keinem Falle jedoch wird die richtige Lé6sung vom Programm vorge-
geben - auch nicht nach einer gewissen Anzahl von Fehlversuchen.

Fehlerbehandlung im Modus >Regel«

Hier steht die Einsicht in die Regel bzw. die Aufbaustruktur von Zahlenmauern klar im Vor-
dergrund. Das Rechnen ist hier (unter Ubungsaspekten) vollig sekundar. Aus diesem Grund
wird wie folgt verfahren:

Samtliche Werte des ersten (softwaregesteuerten) Beispiels werden programmseitig vorgege-
ben, mithin sind Fehler hier ausgeschlossen. In den weiteren Beispielen des Typs A bis B sind
benutzerseitige Eingaben erforderlich und damit theoretisch Fehleingaben mdoglich. Diese
werden aus o. g. Griinden aber nicht dramatisiert, ihre Annahme wird vom Programm ledig-
lich verweigert und eine Neueingabe gefordert. Denn hier ist nicht der didaktische Ort, Be-
lehrungsstrategien zu realisieren oder Fehlermuster oder —ursachen zu thematisieren!

Krauthausen, Gunter (2006): ZAHLENFORSCHER. Didaktische Handreichung S.59



Didaktische Handreichung

Fehlerbehandlung im Modus >Rechnen«

Dieser Modus fokussiert insbesondere auf das gemischte Uben der Addition und Subtrakti-
on. Rechnerische Richtigkeit ist nicht nur von daher hier bedeutsam. Hinzu kommt, dass das
Erkennen der in den Zahlenmauern-4er-Sets enthaltenen Muster und Regelhaftigkeiten auf
korrekte Berechnungen angewiesen ist. Umgekehrt kann natirlich auch ein >gestértes< Mus-
ter Anlass zu einer rechnerischen Uberpriifung sein (wenn es nicht als gezielt eingebaute
>StorgroRec« identifizierbar ist). Die Fehlerbehandlung geschieht daher in diesem Modus unter
folgenden Pramissen:

« Um das eigene Korrekturbediirfnis der Benutzerlnnen zu fordern, erfolgt keine automati-
sche Kontrolle. Ein weiterer Grund ist die Tatsache, dass das Programm nicht selbststin-
dig entscheiden kann, wann eine Eingabe abgeschlossen ist und gelten soll. Daher kann
jederzeit benutzerseitig eine (externe) Kontrolle (im Idealfall nach o. g. Verfahren der
echten Selbstkontrolle) Uber die Kontroll-Taste (vgl. 1.1) angefordert werden, sei es nach
jeder berechneten Mauer oder nach mehreren.

« Im Falle korrekter Mauern erfolgt eine optische Bestdatigung

der eingegebenen Werte. Im Falle eines Rechenfehlers er-
scheint neben einer betroffenen Mauer ein magenta- 32 | 28
farbiger Pfeil. (Bei korrekter Nachbesserung und erneuter | 18 [ 14 | 14 |

Prifung verschwindet er automatisch.) Er signalisiert: »In
dieser Mauer stimmt noch etwas nicht!«

« Es wird bewusst nicht die genaue Fehlerstelle lokalisiert, da diese selbststandig gefunden
werden soll. Einige Lehrpersonen aus der Erprobung haben dies als »schwierig fiir die
Kinder« bezeichnet und sich eine genaue Kennzeichnung der Fehlerstelle gewiinscht. In
der Tat ware das fir die Kinder >einfacher«. Aus didaktischer Verantwortung heraus geht
es aber gerade nicht darum, den Lernenden tunlichst alle Steine aus dem Weg zu rdumen.
Der ZAHLENFORSCHER verfahrt also in dieser Hinsicht bewusst anders, weil es hier um
zentrale Erfahrungswerte geht, die man den Kindern nicht durch voreiliges Vereinfachen
vorenthalten sollte. Man bedenke auch, was Winter (1983) in diesem Zusammenhang for-
dert:

»[Plrimdr mul der Unterricht darauf gerichtet sein, Denken zu ermdglichen und
nicht (ohne weiteres), es zu erleichtern« (ebd., 71).

« Auch bei wiederholten Falscheingaben wird niemals die Losung vom Programm vorgege-
ben. Auch hier gilt das Prinzip: Die Nutzerlnnen sollen selbststindig nach sinnvollen, ef-
fektiven und addquaten Strategien Ausschau halten, mit denen sie das rechnerische Prob-
lem beheben kénnen. Jede der o. g. Alternativen ist didaktisch wertvoller als die Vorgabe
von Losungen durch das Programm.
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Fehlerbehandlung im Modus >Selbst wahlen«

In diesem Modus gilt zundchst einmal, solange es um das Online-Bearbeiten der erstellten
Arbeitsblatter geht, das Gleiche wie im Modus Rechnen. Ein Spezifikum kann sich dadurch
ergeben, dass hier nicht wie im Modus Rechnen vorgegebene Mauern angeboten werden, die
selbstverstandlich so konstruiert wurden, dass sie in sich stimmig sind. Durch den weitest-
reichenden Freiraum im Modus Selbst wédhlen hingegen ist der theoretische Fall denkbar,
dass die Kinder Zahlenmauern derart konstruieren - z.B. mit Leerstellen und Vorgaben an di-
versen Stelle -, dass diese sich nicht konsistent berechnen lassen, d.h. dass es u. U. liber-
haupt keine Lésung (weder im Bereich der natiirlichen noch der ganzen Zahlen) geben kann.
Wie vermeidet oder wie behebt nun der ZAHLENFORSCHER dieses Problem? Gar nicht! Und
zwar aus verschiedenen Griinden:

Grundsatzlich unterliegt allen Mauern im Programm intern die relationale Aufbaustruktur der
Zahlenmauer-Regel. Diese erlaubt ja in den o. g. Fdllen der Software auch erst die Prifrouti-
ne mittels Kontrolltaste. Das Programm kodnnte also technisch gesehen zuriickmelden: >Halt,
dieser Wert passt an dieser Stelle nicht.« Die Kinder aber, die eine Mauer konstruieren, wiir-
den aufgrund der zahlreichen Vernetzungen und folglich auch der zahlreichen Verdande-
rungsmoglichkeiten, die jeweils wieder Folgewirkungen an anderer Stelle der Mauer nach
sich ziehen, permanent mit solchen Meldungen bombardiert, und das mit dem andauernden
Effekt, dass eine Werteverdnderung an der bezeichneten Stelle moglicherweise etwas repa-
riert, dafliir aber an einer anderen wieder ein Problem aufreift. (Das macht lbrigens die
Schwierigkeit des 5. Forschungsauftrags aus; vgl. 5.2.5)

Der zweite Grund ist eine didaktisch gewollte Entscheidung: Durch derartige Falle wird gera-
de die Vernetztheit der internen Strukturen in einer Zahlenmauer bewusst. Wenn also ein
solches Problem auftritt - und das passiert auch ohne Computer -, dann ist es weitaus sinn-
voller, es als solches zu thematisieren, zu verstehen (Warum ist das Reparieren so schwierig?
Warum sind die Stellen fir Wertevorgaben und Leersteine nicht beliebig? usw.) und dann
selbststindig nach Auswegen zu suchen, als durch pausenlose falsch-richtig-Kommandos
durch das Problem »>gefiihrt< zu werden. Ganz im Sinne dieses (und des folgenden) Modus
tragt das hier bewusst gewdhlte Vorgehen namlich zur Sensibilisierung fiir strukturelle Be-
ziehungen in Zahlenmauern bei. Es ist nicht zuletzt genau das Problem, mit dem sich natur-
gemdB (durch die Sache bedingt!) jemand befassen muss, der eigene Mauern konstruiert ...

Fehlerbehandlung im Modus >Forschen«

Im Modus Forschen werden vielfdltige Praktiken realisiert, je nach Kontext: So kdnnen bei
der Erkundung eines Auftrags zum Teil die gleichen Freirdume gelten wie im Modus Selbst
wédhlen, namlich dann, wenn ganzlich freie Mauern konstruiert werden. In dem Fall gilt das
zum vorausgehenden Modus Gesagte entsprechend.
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Es gibt aber auch jene Fille, wo wie im Modus Rechnen eine Uberprifung auf rechnerische
Richtigkeit tiber die entsprechende Priiftaste angefordert werden kann, und zwar nur, wenn
die Nutzerinnen eine solche Prifung gezielt wiinschen. Fehlerauftreten und -behandlung
entsprechen dann auch den Gepflogenheiten aus dem Modus Rechnen.

Und drittens gibt es Fdlle automatischer bzw. >erzwungener< Kontrolle, z.B. wenn vor dem
Weiterarbeiten sichergestellt werden muss, dass bestimmte Eingangsbedingungen auch rea-
lisiert wurden. Das ist z. B. im 2. Forschungsauftrag der Fall, wo eine Uberprifung der
Grundreihe erzwungen wird (enthdlt sie ausschlieRlich die gewdhlten Vorgabewerte?), bevor
der Rest der Mauer zur weiteren Bearbeitung frei geschaltet wird.

3  Zielbeschreibungen

Ziele eines Unterrichtsvorhabens zu benennen, dient u. a. den Zweck, sich der Legitimation
und Sinnhaftigkeit des Vorhabens zu versichern. Das Nachdenken Ulber Lernziele wird aber
dann fragwiirdig, wenn es sozusagen >rickwarts«< erfolgt, d.h. wenn zundchst unter vorran-
gig methodischem Fokus eine Lernsequenz geplant und ihr dann erst hinterher >spassende«
Lernziele zugeschrieben werden.

Insbesondere besteht diese Gefahr bei den sog. allgemeinen Zielen des Mathematikunter-
richts (vgl. Krauthausen 1998b), wenn das Adjektiv allgemein im umgangssprachlichen Sinne
verstanden wird und dann leicht alles und immer zutrifft: Natirlich (?) wird im Unterricht ...

* das Argumentieren gefordert - denn schlieBlich stellen die Kinder sich gegenseitig im Un-
terricht ihre Lésungswege vor;

* das Darstellen gefordert - denn schlieBlich verschriftlichen oder verbildlichen die Kinder
ja ihre Bearbeitungen;

* die Kreativitidt gefordert - denn schlieRlich kénnen die Kinder eigene Wege beschreiten;
* das Entdecken gefoérdert - denn schlieRlich enthalten die Aufgaben zahlreiche Muster.

Das bedeutet aber: Diese allgemeinen Lernziele zu notieren und zu behaupten, >passt< im-
mer. Damit aber werden die Begriffsinhalte ausgehohlt und diese Behauptungen zur Null-
aussage. Ein solcher Lernzielkatalog verkommt zum bloRen Formalismus. Seine didaktische
Rechtfertigungs- und Kontrollfunktion kann er nicht mehr erfillen.

Dabei gibt es ein relativ einfach zu handhabendes Kontrollinstrument, um diese Gefahr zu
vermeiden und damit auch die Liste der Lernziele pragmatisch kurz und >ehrlich< zu halten:

Man prife, ob zu jedem als Lernziel ausgewiesenen Postulate auch ganz konkret erkennbare
MaRnahmen der Organisation der Lernprozesse nachweisbar sind, die in gezielter und v. a. -
fir Lehrende wie Lernende - bewusster Weise der Zielerreichung férderlich sein kénnen. Um
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es am Beispiel des Argumentierens zu verdeutlichen: Nicht bereits die Tatsache, dass Kinder

sowieso und immer ihre Losungswege vorstellen und erkldren, fordert bereits (gezielt) die

Argumentationsfihigkeit (hdchstens en passant, was aber vergleichsweise ineffektiv ist und

auch dem Zufall iiberlassen bleibt). Um dies als Lernziel zu Recht auszuweisen, miissen kon-

krete methodische MaRnahmen erkennbar sein, die hierzu, fiir alle bewusst, realisiert wer-

den, z. B.:

e Als Lehrperson regelhaft auf Erklarungen und Begriindungen bestehen und dabei trans-
parent machen, warum man das tut;

e Gutekriterien ausdriicklich zum Thema machen, so dass man lernen kann, was eine gute
von einer weniger guten Argumentation unterscheidet;

¢ konkrete Schiillerdokumente von im Prozess entstandenen (miindlichen oder schriftlichen)
Begriindungen/Argumentationen vergleichend auf diese Gutekriterien hin bearbeiten
(Textarbeit).

In diesem Sinne waren die Postulate und Ziele - das sieht man der folgenden Auflistung im
Nachhinein natiirlich nicht mehr an - der Ausgangspunkt der Software-Konstruktion. Erst
nach der Entscheidung dariiber, was durch die Software erreichbar sein sollte, folgten Uber-
legungen, durch welche Instrumente, Hilfsmittel oder Programm-Features dies geeignet zu
fordern und zu fordern ware.

3.1 Inhaltliche Ziele

Inhaltliche Ziele betreffen die zu erwerbenden Wissenselemente, Fertigkeiten, Fahigkeiten
und Haltungen. Durch die prinzipiellen Optionen des ZAHLENFORSCHERs lassen sich dazu
bei addquater Nutzung des Programms folgende Zielbereiche fordern:

 (Integrative) Ubung der Addition und Subtraktion: Im Modus Rechnen als vorrangig anzu-
sehen, in den weiteren Modi immanent durchgdngig prdsent.

e Forderung von heuristischen Strategien (z. B. Riickwartsarbeiten, vgl. Polya 1995): v. a. im
Modus Forschen, der par excellence auf diesbeziligliche Fahigkeiten angewiesen ist und
sie fordert.

e Mathematik-Treiben als Erkunden und Erforschen, d.h. als experimentellen Prozess ver-
stehen lernen: Der Modus Forschen ist gleichsam durch dieses Verstiandnis definiert und
anders gar nicht sinnvoll zu realisieren.

* Fadhigkeit zu kooperativem Verhalten und produktivem Arbeiten in der Gruppe: Wird ins-
besondere im Modus Forschen gefordert und gefordert, unterstiitzt durch die Instrumente
des Forscherheftes, durch das Ansprechen der Kinder in der Pluralform, durch die Ermuti-
gung zur >Veroffentlichung«< (Ordner Ergebnisse).
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¢ Metakognitive Kompetenzen (vgl. 2.4): Unterstiitzt durch die Instrumente Forscherheft,
Ordner Ergebnisse und Lernbericht.

¢ Verfassen mathematischer Texte: Integrative Einbettung von Lernzielen des Sprachunter-
richts bei der Nutzung von Forscherheft und Ordner Ergebnisse: Aufbau/Strukturierung
von Texten, Abfolgelogik, Verstandlichkeit, Adressatenbezug, Kontextbezug, Sachrichtig-
keit, konventionelle Rechtschreibung und Grammatik.

¢ konstruktiver Umgang mit Fehlern und Irrtiimern: Durch die unterschiedlichen Reaktionen
des Programms auf Fehler kann die Sensibilitdt fir unterschiedliche Fehlerkategorien und
didaktische Orte gefordert werden. Der Verzicht auf Losungsvorgaben seitens des Pro-
gramms fordert die Selbstverantwortung fiir eigene Bearbeitungsprozesse und -produkte
sowie die eigenstdandige Suche nach sinnvollen und hilfreichen Bewdltigungsstrategien.

* Selbstverantwortung fiir eigene Lernprozesse und -produkte wahrnehmen; Verfahren der
Selbstkontrolle: Im Modus Selbst widhlen durch die nahezu unbegrenzten Freiheitsgrade.
Durchgdngig durch die nicht erzwungene, sondern der eigenen Entscheidung tberlassene
Prifmoglichkeit; durch die mit der >Veroéffentlichung< (Forscherheft, Ordner Ergebnisse)
verbundene Rechtfertigungskomponente sowie den Lernbericht.

¢ Fadhigkeiten der Aufbereitung und Prdasentation eigener Lernprozesse und -ergebnisse:
Durch den sinnvollen Einsatz des Forscherheftes und des Ordners Ergebnissse.

3.2 Allgemeine Ziele

Um den Begriff der allgemeinen Lernziele nicht einem vagen umgangssprachlichen Ver-
standnis zu Uberlassen, sei an das erinnert, was in einem (wenn auch bereits dlteren, gleich-
wohl noch sinnvollen und als »>Jahrhundert-Lehrplan< bezeichneten) Passus eines Mathema-
tik-Lehrplans (KM 1985) festgehalten war und wodurch zugleich der Beitrag des Mathema-
tikunterrichts zur allgemeinen Denkerziehung deutlich wird:

e Allgemeine fachspezifische Fdhigkeiten: argumentieren, kreativ sein, mathematisieren
(ebd., 2 f.)

* Fachspezifische Grundtechniken: klassifizieren, ordnen, generalisieren/spezifizieren,
analogisieren, formalisieren (ebd. 3 f.)

Des Weiteren sind fiir das Begriffsverstandnis Winter (1975) und Miller/Wittmann (1984)
hilfreich (vgl. zusammenfassend auch Krauthausen 1998). Im ZAHLENFORSCHER werden u. a.
folgende allgemeine Lernziele ausdriicklich geférdert und gefordert:

» Darstellen (mundlich, schriftsprachlich, durch Skizzen, Tabellen u. A.) - v. a. im Modus
Forschen, durch die Anforderungen im Umfeld von Forscherheft und Ordner Ergebnisse .

e Argumentieren und Begriinden/Beweisen: Uberall dort, wo in den einzelnen Modi tiber er-
kannte Muster reflektiert und nach Verursachungsfaktoren gefragt wird. Fiur die Grund-
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schule sei hier auf die besondere Bedeutung und Effizienz sog. inhaltlich-anschaulicher
Beweise verwiesen (vgl. Wittmann/Miller 1988; Krauthausen 2001), z.B. mit Hilfe von
Felddarstellungen oder Punktmustern (vgl. 4.2.3 und 5.2.6).

e Kreativ-Sein: Beobachtung und Erkennen von Regelhaftigkeiten, Vermutungen aufstellen,
selbststdndig Zugangsweisen (auch alternative) finden, denkendes Probieren, ... - all dies
wird v. a. im Modus Forschen zur Selbstverstindlichkeit und u. a. durch die »virtuellen
Kinder, die die Benutzerlnnen mit gewissen Hypothesen konfrontieren, in den Bewusst-
seinshorizont gebracht.

Konzeptionelle Folgerung fiir den ZAHLENFORSCHER:

Der ZAHLENFORSCHER verfolgt inhaltliche und allgemeine Ziele des Mathematikunter-
richts in integrativer Weise. Er stellt dazu spezifische Werkzeuge bereit, die das bewusste
Lernen fordern und fordern.

Die so angeregten Lernprozesse mussen jedoch durch eine entsprechende Lern- und Un-
terrichtskultur im computerfreien Unterricht grundgelegt und zur Selbstverstandlichkeit
des Lehr-Lerngeschehens werden.
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4  Ausgewdhlte methodische Hinweise

In diesem Kapitel wird - in exemplarischer Weise - liber besondere Phanomene berichtet, wie
sie generell bei der Thematisierung von Zahlenmauern im Unterricht auftreten kénnen, sich
insbesondere aber in den zahlreichen Erprobungen der Forschungsauftrdge im In- und Aus-
land ergeben haben.

4.1 Allgemeine Phanomene oder Empfehlungen

Elegante Kénigswege und experimentelles Erkunden einer Lernlandschaft

Die Mathematik wird im Alltag - oft zu einseitig - assoziiert mit Klarheit, Strukturiertheit,
O0konomischer Knappheit, geschliffenen Werkzeugen, Formalisierung und Zielstrebigkeit. Ein
Vorgehen gilt dann als besonders smathematisch¢, wenn es ohne viel Umschweife, fehlerfrei
und auf dem moglichst kiirzesten Wege ohne jegliche Redundanzen zum avisierten Ziel
fahrt. Ja, auch das macht Mathematik aus - manchmal.

Aber ebenso gehdrt manchmal auch das Gegenteil dazu, insbesondere wenn es sich um For-
schungsaktivitaten handelt - bei Mathematik im Entstehen, Mathematik als Prozess sozusa-
gen. Hier kénnen die Kennzeichen ganz andere sein: zeitweise Unklarheit Gber den Zielzu-
stand, unklare Werkzeuge oder Voraussetzungen, suchendes Vorantasten, Probieren, Einzel-
fille (auch extreme) testen, Ungenauigkeit, Intuition, Irrwege, Denkfehler, Gefangensein in
(vielleicht de facto gar nicht existenten, sondern unbewusst selbst gesetzten) Grenzen, Ver-
zweiflung und Frustration, unkonventionelle Notationsweisen usw.

»Think outside of the box!« lautete ein Merksatz, den ich an der Wandtafel in einer hawaii-
anischen Elementary School entdeckte und mit dem die Lehrerin ihre Kinder zu eigenen We-
gen auch auRerhalb ausgetretener Pfade zu motivieren pflegte.

All dies, was Forschungsprozesse in der Fachwissenschaft ausmacht, tate auch dem Mathe-
matik-Treiben im Unterricht gut, weil er damit eben auch authentischer wird, anstatt den
Lernenden falschlicher Weise zu suggerieren, in der Mathematik sei stets alles klar und
stringent, man miisse nur auf die s>richtige« Losung kommen. GemaR Freudenthal (1981)
sollte es also nicht um das Vorsetzen und Nachkauen fertiger Mathematik gehen, sondern
um Lernumgebungen fir zu verfertigende Mathematik. »Mathematiklehrer [...] kénnen Schii-
lern helfen, indem sie ihnen den versuchsweisen Charakter mathematischer Tatigkeit nahe
bringen« (Mason 1987, 4).

Betrachtet man den natirlichen (und nicht den bereits verschulten) Umgang von Kindern mit
der Mathematik, dann lassen sich in der Tat auch frappierende Parallelen zum Vorgehen der
mathematischen Forscher erkennen. Das haben nicht zuletzt die Erprobungen der For-
schungsauftrige des ZAHLENFORSCHERs immer wieder gezeigt. Das in dieser Hinsicht vor-
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liegende Kapital, das die Kinder fiir das Mathematiklernen mitbringen, gilt es zu bewahren,
zu pflegen, zu stdarken und anzuregen. Das mag fiir manche Lehrpersonen ungewohnt sein,
stellt es doch so manche verinnerlichten Glaubenssdtze infrage. Oder man denke nur an die
Zeit, die das alles kostet! Und was hat man weniger als Zeit! Und weiR man als Erwachsener,
zumal mit einem Lehramtsstudium ausgestattet, nicht besser als die Kinder, wo es lang geht
und wie man am >besten< zur Losung gelangt?

Vielleicht aber kdnnen Lehrende von Lernenden mehr lernen als man landldufig glaubt; und
vielleicht konnen sie mehr erreichen, wenn sie mehr zuhéren, beobachten, verstehen anstatt
belehren zu wollen. Namlich dann, wenn man die Kinder in substanziellen Lernumgebungen
mit der Eigendynamik der Sache in Kontakt treten ldsst. Das ist nicht nur ein didaktisches
Postulat, sondern allein schon der Machbarkeit unter Alltagsbedingungen geschuldet, denn
die Lehrperson kann »nicht zur Drehscheibe samtlicher Lernvorgdnge werden und »tat-
sachlich< alle Faden in der Hand halten. Sie Uberfordert sich, weil sie sich zu viel und den
Schiilern zu wenig zutraut. Die Lésung des Dilemmas kann nur lauten: Kinder sind nicht lan-
ger Objekte von Vermittlung und Belehrung, sondern Subjekte, die das Lernen zu ihrer eige-
nen Sache machen - wie vor der Schulzeit auch« (Wielpiitz 1998, 9 f.; Hervorh. GKr).

Bei vielen Kindern ist dann zu beobachten, dass sie zundchst relativ zufallsgesteuert vorge-
hen und z.B. beliebige, unzusammenhdngend wirkende Beispiele erproben - wenn uber-
haupt, denn mit neuen Freiheiten muss man oft erst umgehen lernen. Lehrpersonen kénnen
es manchmal nur schwer mit ansehen, wenn nicht gleich (aus ihrer Sicht!) nahe liegende We-
ge beschritten und stattdessen (vermeintlich) ziellos und >nutzlos< herumprobiert wird. Die-
ser Gefahr unterliegen Lehrpersonen dann, wenn sie ihren eigenen Informationsstand als
MaRstab nehmen und daran gemessen einen Hang zur Okonomie zeigen, indem sie das
Vorgehen der Kinder zu organisieren versuchen. Eine Lehrerin z. B. >straffte< den
Lernprozess ihrer Klasse zum 11. Forschungsauftrag (Nullmauern) wie folgt: »Jeder macht
nur zwei Moglichkeiten, wie er auf Null kommt. Die besten, die ihm einfallen. Jeder kriegt
nur zwei Trefferbldtter.« Sicher ist das andere Extrem (Blatt fur Blatt mit der stets gleichen
Strategie auszufiillen) nicht die Alternative, aber anstatt die Entscheidung unbegriindet fest-
zulegen, kann ihr Hintergrund den Kindern auch transparent gemacht werden (s. u.).

Eine Phase des Probierens oder auch, sich durch mehr als zwei analoge Beispiele selbst ein
Sicherheitsgefiihl aufzubauen, ist erst einmal normal und daher zuzulassen (allenfalls zu-
riickhaltend zu beobachten). Zu friihes Eingreifen, und sei es noch so gut gemeint, stort die
eigenstiandigen Denkprozesse. Das noch suchende, (uns Erwachsenen) vielleicht planlos an-
mutende, unsystematische Probieren ist ein natiirlicher Schritt hin zu dann effektiveren und
zielstrebigeren Strategien. Denn auch zufallsgeleitetes Probieren hilft, ein Gefiihl fiir das
strukturelle Verhalten einer Aufgabe zu gewinnen, und wandelt sich spater, ggf. durch ent-
sprechende Impulse (allgemein strategische, keine inhaltlichen Hilfen; vgl. das Prinzip der
minimalen Hilfen) in ein mehr systematisches, planvolles Vorgehen. Das v. a., wenn der Auf-
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wand fir die Kinder erkennbar als zu hoch oder die Aussicht auf Erfolg durch Versuch-und-
Irrtum als unwahrscheinlich erkannt wird.

Mehrere Male ist es bei verschiedenen Forschungsauftrigen vorgekommen, dass nach der
Erkundungsphase dann im Sitzkreis beim Beginn der Diskussion des Erarbeiteten durchaus
nicht alle Strategien oder Losungen bereits gefunden waren. In einer Erprobung des 11. For-
schungsauftrags ergab sich die letzte noch ausstehende Kategorie sogar erst kurz vor Stun-
denende und auch nur eher zufillig (vgl. Krauthausen 2006a). Auch in solchen Situationen
ist es nicht erforderlich und sinnvoll, auf Vollstindigkeit innerhalb einer Unterrichtsstunde
zu drdngen, wie es der folgende Lehrer versuchte: »Jetzt haben wir schon zwei Regeln. Jetzt
mochte ich, dass ihr alle noch mal lberlegt, wo kann hier noch eine Regel sein? Es gibt noch
eine ... und jetzt etwas schneller und zigiger bitte!«

Wenn Sie diese LehrerauRerung an die Kinder appellativ auf einen Wissenschaftler lbertra-
gen, dessen Forschungsprozess durch eine solche Information beschleunigt werden soll,
dann werden Sie sofort spliren, warum sie unter einer Forscher-Metapher einfach nicht
passt. Damit unterstellen wir dem Lehrer weder bdse Absicht noch mangelnde methodische
Kompetenz, denn solche Satze rutschen uns allen - oft unbewusst - einmal heraus. Aber
moglicherweise ldsst sich die Sensibilitdat fir derartige Situationen erhdhen, und das ist der
Grund, warum hier davon berichtet wird.

Rdaumen Sie den Kindern also jene zeitlichen und unregulierten Freirdume ein, die mit For-
schungsprozessen nun einmal verbunden sind, und lassen Sie sich nicht selbst durch voreili-
ge Produkt- und Ergebnisfixierung, externe Zeitzwdnge oder (vermeintliche) Optimierungs-
bedirfnisse zum vorschnellen Eingreifen verleiten!

Das Zeitargument, welches diese Empfehlung natirlich erwartbar sofort provoziert, ist nur
bedingt tragfdahig. Natirlich bedeutet ein solches Vorgehen auf der einen Seite ein groReres
Zeitdeputat, als eine Lerngruppe zielstrebig durch den Stoff zu fiihren. Aber das ist eben nur
eine, die Kosten-Seite der Medaille. Auf der anderen, der Haben-Seite, steht weit mehr:
glinstigere motivationale Bedingungen (auf beiden Seiten Ubrigens, denn ein solcher Unter-
richt ist auch fiir Sie spannender!) wie solche fiir wirkliches und tieferes Verstehen, ein sehr
viel breiteres Lernziel-Spektrum, das sich abdecken lasst (vgl. Kap. 3) sowie die wechselsei-
tig entlastenden Integrationsmaoglichkeiten auch mit dem Sprachunterricht, eine erleichterte
Unterrichtsorganisation bei zugleich erhéhter inhaltlicher Substanz.

Texte im Mathematikunterricht

Das in der fachdidaktischen Literatur dokumentierte und nachdriicklich geforderte Verfassen
von Texten im Mathematikunterricht kann nur nachdriicklich empfohlen werden. Rechnen
Sie zu Beginn, wenn lhre Klasse es noch nicht gewohnt ist, im Forscherheft des ZAHLENFOR-
SCHERs ruhig noch mit Liicken, Einwortsdtzen oder vergleichsweise unbeholfenen Versu-
chen. Das ist ebenso wenig ein Problem wie die ersten >Kritzeleien< in der Vorschule oder
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noch unbeholfenen Schreibversuche im sprachlichen Anfangsunterricht, die von der Sprach-
didaktik als Schreibakte durchaus ernst genommen werden. Alle Erfahrungen mit der
Verschriftlichung von Vorgehensweisen oder Erkldarungen/Begriindungen zeigen, dass sich
hier bald spiirbare Fortschritte bei den Kindern einstellen.

Die Vorlaufigkeiten, mit denen zu rechnen ist, reichen von Einwortsidtzen (Das fallt auf: im-
mer 20) Uber grammatikalische Eigenarten, in denen man férmlich miterleben kann, wie das
Denken der Sprache vorauseilt. Und hier im Forscherheft ist das Denken das Wichtigste bzw.
die Spontaneitdt und Unbefangenheit, sich tUberhaupt schriftlich zu duRern. Redaktionelle
Uberarbeitung erfolgen spiter, zu einem geeigneteren Zeitpunkt und an einem ausgewiese-
nen Ort (z. B. Ordner Ergebnisse). Falls Sie die Forschungsauftrige begleitend oder auch
ausschlieBlich offline bearbeiten lassen, kommen als Zwischenstadien natirlich auch me-
dienbedingte Probleme in den Blick: Das elektronische Editieren von Texten ist im ZAHLEN-
FORSCHER unaufwandiger als auf Papier, wo die Texte vom madglicherweise unverstandlichen
Chaos erst in einer Reinschrift ihre Form finden missen, wie die folgenden Dokumente von
Theresa & Theresa (2. Kl.; Bissinger 2005; vgl. 4.2.11 und 5.2.11) zeigen:
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Bei allen Vorldufigkeiten aber gilt es zu bedenken:
»We get what we ask for« (Higgins 1988, 2), d.h. Forscherheft (NI N

. . . Deckstein treffan { ‘}. -
die Kinder verhalten sich entsprechend unseren - A y
Erwartungen: Geben wir uns mit bloRen Rechener- 1. Das flit auf:
gebnissen zufrieden, dann werden wir auch nur = musimmerZwanzigsen
diese bekommen. Signalisieren wir ihnen aber,
dass dies nur die eine Seite der Medaille ist und ;

. . . . 2. Woran liegt das?
wir des Weiteren Erklarungen, Beschreibungen und  ich vermute und iiberpriife:

. . 25 aipt ganz viele Aufgaban

argumentative Auseinandersetzungen erwarten argipt Zwanzig]
und wertschiatzen, dann werden sich die Kinder
recht bald darauf einstellen (vgl. S. 8 das Verhalten
von Vera). Das heift nicht, dass man die Kinder
hier in diese Richtung drdangen sollte; geboten
sind vielmehr Transparenz der Erwartung, Konse-

quenz und Geduld.

3. Erklarung und Begriindung:

4. Das war schwierig:

Dann werden die so entstehenden Dokumente der
Kinder von unschdatzbarem Vorteil fur die unab-
dingbaren diagnostischen Aufgaben und Schluss-
folgerungen der Lehrenden sowie gleichzeitig
hochst ergiebige Dokumente fiir die gemeinsame
Reflexion in der Lerngruppe Ulber das Geleistete.

5. Das hat geholfen:

Sich auf den Weg machen

Mancher wird daran zweifeln oder skeptisch sein, dass die eigene Klasse die einzelnen For-
schungsauftrage wirklich >bewadltigt<. Ohne auf die Diskussion und die Publikationen zum
Stichwort s>Unterschdtzen und Unterfordern von Lernenden<einzugehen (vgl. u. a. Selter
1993 & 1995 und die entsprechenden Bezugsquellen):

e 1. Empfehlung: Lassen Sie es doch erst einmal darauf ankommen. Es gibt zu viele positi-
ve Riickmeldungen von Lehrpersonen, als dass man sie noch als Einzelfdlle abtun kénnte,
die davon berichten, wie die eigenen Kinder sie letztlich Gberrascht haben. Dass es auch
gegenteilige Falle geben mag, ist da kein Gegenargument fiir die Empfehlung, bevor man
es nicht probiert hat.

e 2. Empfehlung: Vermeiden Sie den voreiligen Schluss von sich auf andere. Der sachge-
rechte Umgang mit Anforderungen wie in den Forschungsauftragen ist bei vielen heuti-
gen Lehrerinnen oder Lehrern nicht unbedingt Teil der eigenen Lernbiografie, da die
meisten eine andere Art von Mathematikunterricht erlebt und verinnerlicht haben. (Das
kann auch die vergleichsweise kurze Zeit der Lehrerausbildung nur bedingt relativieren.)
Folglich geht man in ganz bestimmter Weise an solche Aufgabenanforderungen heran:
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oft zu formalistisch, zu >eng«. Das Vorgehen von Kindern ist da haufig sunverdorbenery,
weil unbefangener. Und das erdffnet ihnen nicht selten Wege und Einsichten, die geeig-
net sind, Erwachsene zu lberraschen. Aus eigenen (z. T. verstandlichen, weil erklarba-
ren) Schwierigkeiten beim Bearbeiten der Forschungsauftrage abzuleiten, dass sie dann
aber gewiss fiir die Grundschulkinder zu schwierig seien, ist von daher alles andere als
ein zwingender Schluss.

3. Empfehlung: Es kommt nicht darauf an (erst recht nicht fir jedes Kind), jeden For-
schungsauftrag erschopfend auszuarbeiten. Es ist normal (und kein Problem), dass Kin-
der unterschiedlich weit vordringen. Manche nehmen manches dann auch erst spater in
Angriff - der ZAHLENFORSCHER ist nicht umsonst jahrgangsstufen-ibergreifend konzi-
piert.

4. Empfehlung: Auch Vorldaufigkeiten und Vagheiten sind normal und ebenfalls kein
Grund, sich erst gar nicht heranzuwagen. Selbst der bescheidenste Versuch des Heran-
tastens hat seinen Wert, kann zum Ausgangspunkt fiir Weiterfilhrendes werden. »Keine
Idee ist wirklich schlecht, wenn wir nicht unkritisch sind. Wirklich schlecht ist nur, iber-
haupt keine Idee zu haben« (Polya 1995, 177), und Letzteres haben wir bei samtlichen
Erprobungen nicht wirklich erlebt.

Gesammelte Erfahrungssplitter

Die Offline-Erprobungen haben teils libergreifende, teils fir bestimmte Forschungsauftrage
spezifische Phinomene gezeigt, die hier stichpunktartig zusammengestellt werden sollen,
weil sie an vielen Stellen die Organisation der Lernprozesse erleichtern kénnen.

Zur Bearbeitung der Forschungsauftrage konnen natiirlich eigene in der Klasse eingefiihr-
te Bezeichnungen benutzt werden. (Keller vs. Grundreihe; Kopfstein oder Zielstein vs.
Deckstein etc.). Andererseits musste im ZAHLENFORSCHER selbst eine durchgdngige
Sprachregelung getroffen werden. Oberstes Kriterium ist aber die Verstandigung, und so
sollte in der konkreten Lerngruppe beobachtet werden, ob unterschiedliche Sprachrege-
lungen zu Verwirrungen fiihren.

In vielen Fallen ist es hilfreich, zwischen sog. Probierblidttern und Trefferbldttern zu un-
terscheiden: Erstere sind Blatter mit Leerformaten (z. B. 12-15 leere Zahlenmauern auf
einer Seite), auf denen nach Gutdiinken frei experimentiert werden kann. Radieren, nach
Erklarung und Begriindung des Verbots, ist hier ausdriicklich untersagt und wird durch
Durchstreichen ersetzt, da auch >Fehlversuche« u. U. wichtige Informationen liefern kon-
nen. Trefferblatter (nur 1 groRe leere Mauer pro Blatt) dienen demgegeniiber dem Fest-
halten von Ergebnissen, also z. B. Mauern, die den gesuchten Bedingungen entsprechen.
Da sie spater flr eine gemeinsame Reflexion allen zugdnglich sein sollen, werden sie gut
lesbar mit dicken Filzstiften beschriftet und kdnnen dann flexibel an der Wandtafel befes-
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tigt werden, was wesentlich zeitékonomischer ist (v. a. bei den hdaufig notwendigen Um-
ordnungen) als das jeweilige Anzeichen/-schreiben der Mauern.

« Wenn (hinreichend viele!) Trefferblatter in der Mitte des Gruppentisches zur Verfligung
stehen (z.B. leere unter einem Ablagekorbchen, ausgefiilite ins Kérbchen) - dann vermei-
det das Laufereien in der Klasse bzw. standiges Verteilen durch die Lehrperson. Die Kin-
der kénnen konzentrierter arbeiten, weil weniger Bewegungsunruhe aufkommt.

+ Mit der Forscher-Metapher kompatible Arbeitshaltungen und Umgangsformen sind unter
Kindern nicht voraussetzungslos gegeben. Wie alle Fragen der Lern- oder Unterrichtskul-
tur missen sie erst thematisiert und eingelibt werden. Innerhalb einer Kleingruppe konn-
te z. B. der folgende Dialog zweier Gruppenmitglieder beobachtet werden (Forschungs-
auftrag Deckstein 100 treffen): »Ich hab 100!« »Mit welchen Zahlen?« »Sag ich dir doch
hicht!« - nicht gerade forderlich flir gemeinsame Fortschritte einer Forschergruppe und
Anlass fiir ein pddagogisch wirkendes Gesprach, das die Hintergriinde und wechselseiti-
gen Motive transparent macht ... Das Interesse am gemeinsamen Fortschritt sollte also
betont werden, auch wenn es sicherlich natiirlich ist, wenn bei der Auswertung der Bei-
spiele die Kinder auch immer daran interessiert sind, wessen Mauer es denn ist, die so-
eben ausgewdhlt wurde.

« Auch bei der Nutzung des Taschenrechners lassen sich unterschiedliche Haltungen be-
obachten. Er wurde im ZAHLENFORSCHER implementiert, um die Produktion von Beispiel-
material zu unterstiitzen und zu vereinfachen. Und er erscheint nur, wenn zuvor einige
Aufgaben selbst gerechnet wurden und wenn es nicht primar auf die Rechenfertigkeit an-
kommt, sondern auf die Mustererkennung und -bearbeitung (die dadurch auch schwa-
cheren Kindern offen steht). Einige Kinder haben bei der Erprobung den Taschenrechner
besonders lobend hervorgehoben und héatten ihn gerne hdufiger zur Hand gehabt (weil
das >einfacher< sei). Ebenso gab es aber auch jene Zweitkldsslerin, die meinte, man misse
sich den Taschenrechner doch erst einmal >verdienen«< (Bissinger 2005) - zwei Positionen,
die das Spektrum der Einstellungen (und die didaktischen Orte fiir pddagogische Arbeit!)
andeuten.

« Ein weiteres Phanomen im Zusammenhang mit dem Taschenrechner war dieses (ebd.): Er
Ubt in der ersten Zeit (verstandlicher Weise) einen gewissen Reiz auf die Kinder aus. In der
Folge dieser Attraktivitdit haben die Kinder Freude daran, mdéglichst groRe Werte in die
Zahlenmauern einzusetzen, da ihnen der Taschenrechner ja schlieBlich die Rechenarbeit
abnimmt - und das soll sich schlieBlich lohnen. Allerdings kénnen dadurch die Fragestel-
lungen oder die Muster aus dem Blick geraten, weil die Begeisterung fiir die groRen Zah-
len von ihnen ablenken kann. Der erwdahnte Neuigkeitseffekt des Taschenrechners ist ge-
wiss nicht zu dramatisieren, sollte dieses Vorgehen jedoch zu Lasten der Einsichten an-
halten, dann wadre aber auch hier die einfiihlsame (und transparente) Einwirkung der
Lehrperson erforderlich.
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Manche Kinder sind es u. U. nicht gewohnt, im Mathematikunterricht probieren zu >diir-
fen< und sitzen dann ziemlich ratlos vor ihrem Probierblatt, weil sie eben nach dem Ko-
nigsweg Ausschau halten oder eine plotzliche Eingebung erhoffen. In solchen Fillen sollte
ausdriicklich dazu ermuntert werden, Freirdume zu nutzen. Man kann das ebenso lernen,
wie man es auch gelernt hat (und wieder verlernen kann!), gleich immer alles richtig ma-
chen zu miussen. Die Kinder miissen erfahren konnen, dass diese Art des Mathematik-
Treibens wertgeschatzt wird.

Kinder, die noch keinen forschenden Habitus entwickelt haben, neigen auch haufig dazu,
sich am Ziel aller Bemiihungen zu wahnen, wenn sie eine Lésung gefunden haben. Er-
leichtert legen sie den Stift hin - fertig! Nach weiteren evtl. méglichen Losungen Ausschau
zu halten, nach anderen Wegen zu suchen (»Geht es auch anders?« als selbstverstandliche
Anschlussfrage), Ausdauer zu entwickeln, all das sind Lernziele, die sich nicht von selbst
entwickeln, sondern die angeleitet werden missen. Z. B. dadurch, dass die Lehrperson
bereits ab dem 1. Schuljahr (zundchst in Stellvertreterfunktion, dann sukzessive zurilick-
nehmend) immer wieder die beiden wertvollsten Fragen stellt, die man sich fiir Lernpro-
zesse vorstellen kann: »Warum ist das so?« und »Geht es auch anders?/Gibt es noch wei-
tere Losungen?«. Mit der Zeit werden die Kinder ganz selbstverstindlich diese Frage-
Haltung bzw. einen wiinschenswerten Habitus verinnerlichen (vgl. Vera, S. 8), wie auch
das folgende Beispiel zeigt:

Ich unterhalte einen Briefkontakt mit einer Grundschulklasse, in dessen Rahmen die Kin-
der kleine Problemstellungen oder Forschungsauftrdge erhalten, die sie im Unterricht be-
arbeiten und deren Ergebnisse

sie an mich zurick senden. Dass m«r Horr Urouthousen
dies per Post geschieht, hat W musst da d LKWEL%DRM&
durchaus auch einen Selbst- 3%3 gtz “ E B ag :.at

zweck (Adressatenbezug beim

Abfassen mathematischer Tex- Tehrede deine Mw;
te). Sehr bald schickten die Kin- _
der nicht nur die Bearbeitungen
zu meinen Aufgaben, sondern
auch selbst entworfene, die ich
dann zu bearbeiten hatte. Ohne
dass in irgendeiner Weise formal
darauf hingearbeitet worden Pf Eoae o erst sddlew wumd dare gl
wdre, Ubernahmen sie dabei wie 2o i Pludindin,

selbstverstandlich meine Gepflogenheiten fiir ihre Arbeitsbladtter (vgl. Abb.): Die Aufforde-
rung zur Erkldrung des Musters oder Vorgehens, die Verschriftlichung und den Appell zur
Selbsttatigkeit.
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« Im ZAHLENFORSCHER wie auch im Unterricht werden Kinder immer wieder zu gemeinsa-
men Uberlegungen ermuntert nach dem Motto »Beratet euch untereinander ...«. Auch dies
passt zur Forscher-Metapher, wenn man an kollegiale Diskussionen und gemeinsame
Forschungsprojekte denkt. Diese gut gemeinte und richtige Aufforderung ist jedoch kein
Selbstgdnger: Kinder konnen diese Anregung nur dann sachgerecht und effektiv umset-
zen, wenn sie wissen (und lernen kdnnen), was gutes Beraten ausmacht und was eher
nicht dazu gerechnet werden kann. Zu diesem Zwecke ist zu empfehlen, die Integrations-
runden (Rechenkonferenzen) im gemeinsamen Sitzkreis auch dazu zu nutzen, um neben
den Inhalten auch die Formen zu reflektieren (vgl. Redaktionskonferenzen, in denen nicht
nur Gber den Inhalt, sondern auch lber den typischen Sprachduktus des Journals disku-
tiert wird).

« Das Verbalisieren von Mustern und Argumenten ist weder selbstverstandlich noch einfach
(nicht nur fir Kinder). Es muss bewusst gelibt werden, was Spracharbeit, Arbeit an und
mit Texten der Kinder bedeutet. Sprachférderung ist moglich und nétig von Anfang an,
also bereits im 1. Schuljahr bei der Beschreibung und Erkldarung von Strategien und Mus-
tern. Durch diesen facheriibergreifenden Aspekt lassen sich also gemeinsame Ziele ver-
folgen, was auch zu zeitlichen Entlastungen fiihrt.

« Der ZAHLENFORSCHER arbeitet in allen Modi, v. a. aber bei der Formulierung der For-
schungsauftrage, zwangslaufig mit (Fach-)Begriffen. Inwieweit diese den Kindern bereits
bekannt oder geldufig sind, muss in der konkreten Situation geprift werden. So war eini-
gen Kindern der Begriff der >aufeinander folgenden Zahlen< nicht klar, was dazu fihrte,
dass sie mit gleichen Zahlen in der Grundreihe rechneten. In der Software selbst ist, was
diesen Fall angeht, insofern Vorsorge getroffen, dass bei Eingabe einer Zahl in die Grund-
reihe die anderen automatisch korrekt eingesetzt werden. Das ist aber ausdriicklich kein
Ersatz fur die ggf. noch nicht stabile Begriffsbildung bei einzelnen Kindern!

« Forschen ist eine soziale Aktivitdt. Von daher kommt der gemeinsamen Auswertung und
Diskussion - als Zwischenbilanz oder abschlieRende Ergebnisrunde - eine besondere Be-
deutung zu. Solche Phasen, die den meisten Grundschulklassen als Sitzkreis vertraut sind,
bendtigen aber deutlich mehr Zeit als ein schlichtes Ergebnis-Vergleichen nach dem Be-
rechnen von Schulbuchaufgabe 3-5. Hier sind leicht ca. 20 Minuten einzuplanen. Kalku-
liert man die Aktivititsphase auf ca. 20-25 Minuten (was schon eine komfortable Zeit-
spanne flir eine intensive Arbeitsphase ist), so kann eine solche Lernsequenz durchaus
auch in das »klassische< Stundenraster passen (nicht unwichtig fiir Fachlehrerlnnen, die
die Klasse wechseln missen).

« Generell sei aber die Empfehlung fir alle Forschungsauftrage ausgesprochen: Sie wurden
nicht von vorne herein oder gezielt fiir 45-Minuten-Raster konzipiert! Weder Hetzen noch
sich in ihnen endlos verlieren, sondern der Eigendynamik der Sache Rechnung tragen,
sollte als Leitmotiv gelten. Eine Doppelstunde wird sich vielfach als hilfreich erweisen; in
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Uberschaubaren Zeitrdumen von 3-4 Stunden ldsst sich aber immer schon Beeindrucken-
des erarbeiten. Ein Forschungsauftrag kann aber auch einmal, z. B. im Rahmen der Freiar-
beit, Uber mehrere Tage oder gar Wochen verteilt werden - ein Forschungsprojekt zwi-
schendurch auch einmal eine Weile ruhen zu lassen (Inkubationszeit<), hat schon groRe-
ren Forschern zu signifikanten Durchbriichen verholfen! Bewdhrt hat sich fiir die Bearbei-
tung ohne oder neben der Software, die Forschungsauftrdage als solche in einem For-
schungsordner zu sammeln, der fiir alle Kinder in der Klasse zugdnglich ist und dem sie
bei Bedarf entsprechende Vordrucke entnehmen kdnnen.

In einigen Klassen hatte bei vorschnellem Urteil der Eindruck entstehen kdénnen, dass die
Klasse mit dem gestellten Forschungsauftrag tiberfordert sei, was sich in mangelnder Mo-
tivation, Konzentration und Ausdauer ausdriickte. Die Argumentationskette >mangelnde
Motivation/Konzentration => Kinder tUberfordert« ist aber nicht immer zwingend bzw. die
allein denkbare. Fehlende Arbeitshaltung als Teil einer implementierten Klassen-/Unter-
richtskultur (!) kann durchaus sinnvolles und konzentriertes Arbeiten be- oder gar ver-
hindern. Das Problem ist dann aber an einer anderen Stelle verursacht - nicht durch den
angebotenen Inhalt - und muss daher auch an jener Stelle angegangen werden: Es ist eine
padagogische Aufgabe und kein Problem vermeintlich liberzogener Zumutungen.

4.2 Exemplarische Phanomene zu einzelnen Forschungsauftragen

Dieser Abschnitt bietet Impressionen aus den Erprobungen der Forschungsauftriage. Die Do-
kumente stammen aus unterschiedlichsten Klassen und Schulen, und sie haben auch unter
verschiedenen Bedingungen stattgefunden, die sich vereinfacht wie folgt charakterisieren
lassen:

Online-Erprobungen anhand der Software und/oder offline-Erprobungen mit Papier und
Bleistift, also ganz ohne Computereinsatz;

Erprobung eines einzelnen Forschungsauftrags, in verschiedenen Klassen (mit selbstre-
dend verschiedenen Rahmenbedingungen), also ohne Auswahloption fir die Kinder;

Erprobung des >Gesamtpakets< in einer Klasse (der erprobenden Lehrperson), wobei den
Kindern alle Forschungsauftrage zur freien Auswahl zur Verfiigung stehen oder auch ein-
zelne ausgewdhlt werden konnten. Ebenso war den Erproberinnen hier bewusst freige-
stellt, inwieweit die Bearbeitungen in den reguldren Unterricht integriert wurden, da hier
die Gewohnheiten der jeweiligen Erprobungsklassen nicht aufgebrochen werden sollten;

Erprobung des sGesamtpakets< durch ein und dieselbe Lehrperson aber in verschiedenen
Klassen, wobei den Kindern alle Forschungsauftrage zur freien Auswahl zur Verfligung
standen. Im Folgenden wird aus dieser Kategorie v. a. immer wieder auf Dokumente aus
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Bissinger (2005) zuriickgegriffen, die im Rahmen ihrer Hausarbeit zur 1. Lehramts-
Staatsprifung drei Wochen lang diese >Gesamtpaket-Variante« parallel in drei Klassen (2.-
4.) einer Schule getestet hat, aus Griinden der damals noch eingeschrankt lauffahigen be-
ta-Version des ZAHLENFORSCHERSs librigens auch on- wie offline.

So gesehen handelt es sich um eine breite Erprobungsbasis unter verschiedensten Rahmen-
bedingungen. Fir die folgenden Darstellungen musste natirlich eine sehr begrenzte Aus-
wahl getroffen werden. Die Dokumente kénnen aber in dem Sinne als exemplarisch verstan-
den werden, dass es sich nicht um vereinzelte, sondern haufiger zu beobachtende Phadno-
mene handelt. Und weiterhin kann, wenn gewisse Phinomene oder >Belege< aus anderen
Klassenstufen hier >fehlen< sollten, daraus nicht geschlossen werden, dass sie in den um-
fanglichen Erprobungen nicht reprasentiert waren. Dies sei deshalb so hervorgehoben, um
nicht den Eindruck aufkommen zu lassen, mehr oder anderes >ginge nichtx.

Es gehort mit zu den angenehmsten Vorziigen des Berufs von Grundschullehrerlnnen, dass
die Kinder stets fiir eine Uberraschung gut sind. Lassen Sie sich also uberraschen, und pro-
bieren Sie das eine oder andere selbst einmal aus ...

4.2.1 Forschungsauftrag: Decksteine treffen

Teilauftrag a:
Der Deckstein einer 3er-Mauer soll genau 20 ergeben. Findet dazu verschiedene Lésun-
gen und berichtet in eurem Forscherheft. Wie viele kénnt ihr finden?

Teilauftrag b:
Probiert es auch mit 4er-Mauern und selbst gewéhlten Decksteinen (z.B. 50 oder 100).

Dieser Auftrag wurde mehrfach auch bereits in ersten Klassen erprobt. Beim gesuchten
Deckstein 20 ist das fiir 3er-Mauern von den rechnerischen Anforderungen her auch gegen
Ende des Schuljahres durchaus realistisch. Um die Vollstdndigkeit der moglichen Losungen
zu begrinden, sind dariber hinaus Erfahrungen zum Ordnen und Sortieren bzw. auch all-
gemeine Problemldsefdahigkeiten erforderlich.

Einige Erstkldssler hatten schnell erkannt, dass es zu mihselig ist, die 3er-Mauern von unten
nach oben zu bearbeiten und mit zufdlligen Grundreihen-Belegungen die 20 zu erreichen:

* »Von oben ist einfacher.«

e »Man muss dann nicht raten.«

* »Man kriegt dann keine falschen Ergebnisse raus.«

Eine Lehrerin gab das Sortierkriterium (= 2. Reihe) vor und hdngte eine Reihe von Treffer-
blattern (korrekte Mauern mit Zielzahl 20) unsortiert an die Tafel. Das Tafelbild sollte zuvor
gut Uberlegt werden, um aufwandiges und zeitraubendes Reorganisieren zu vermeiden. Dass
das Ordnen und Sortieren selbst in diesem Fall nicht trivial sein muss, zeigt diese folgende
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Begebenheit: Folgende Mauern (es werden hier nur die jeweils 2. Reihen notiert, da alle zum
Deckstein 20 fiihrten) wurden von den Kindern herausgesucht und separat nebeneinander
gehdngt: (1119), (18]2), (3117), (16]4), (15]5).

Der (ansatzweise) Versuch einer Musterbeschreibung mindete in »links wird immer kleiner,
rechts wird immer gréRer«. An der 2. Mauer wird die diesbeziigliche Unstimmigkeit erkannt,
sie wird ausgetauscht durch (2|18). Die Lehrerin fragte alsdann: »Missen wir nicht noch
mehr austauschen?«, woraufhin folgende Trefferblatter eingetauscht wurden: (4|16), (5|15),
die Mauer (6/14) wurde daneben angeschrieben, da ein solches Trefferblatt nicht vorlag. Ne-
ben der (vorgegebenen) 20 im Deckstein stand dazu nur die 6 in einem Stein der 2. Reihe.
Die fehlende 14 wurde von Jens miihsam errechnet. Diese Episode machte deutlich, wie
schwer es fur manche Kinder noch sein kann, die Ubersicht tiber einen gréReren Wahrneh-
mungsbereich zu nutzen. Jens fokussierte alleine auf die 2. Zeile dieser angeschriebenen
Zahlenmauer. Es gelang ihm noch nicht, die davor stehenden Mauern einzubeziehen und i. S.
einer operativen Variation zu nutzen. Vielleicht wadre es eine Hilfe flir ihn gewesen, wenn
durchgdngig beim Anheften der Trefferbldtter auch eine Versprachlichung erwartet wiirde
(»Warum passt diese Mauer hier hin?«).

Und wdre nicht auch eine andere Tauschaktion ebenso moéglich gewesen ...? Als Lehrerin o-
der Lehrer sollte man hier offen sein und nicht die eigene favorisierte Anordnung verabsolu-
tieren. Wir konnten in einer Erprobung erleben, wie liber 20 Minuten lang (!) ganz offen-
sichtlich zwei verschiedene Anordnungsweisen im Kopf des Lehrers einerseits und in den
Kopfen seiner Klasse andererseits vorlagen und durch diverse Sortieraktivitdten >durchgehal-
ten< wurden, bis der Widerspruch offenkundig wurde. Hier griff der Lehrer ein, indem er
durch - aus seiner Sicht sinnvolle - Fragen der Klasse zu der von ihm intendierten Sortierung
>verhelfen< wollte. Das Ergebnis waren schlieBlich irritierte Kinder, was auch nicht mehr auf-
gefangen werden konnte, als der Lehrer das Problem bemerkte und sich immerhin fiir sein
Eingreifen bei den Kindern entschuldigte. (Er nimmt die Kinder damit ernst.) Am ndchsten
Tag hatten die Kinder dann eine neue Gelegenheit, ihr System durchzuhalten und kamen
auch zum gewiinschten Erfolg. Hier nun machte es Sinn, dass der Lehrer noch einmal die am
Vortag offenkundig gewordene Vielfalt denkbarer Vorgehensweisen in Erinnerung rief und
diese Erfahrung nutzte, um auch alternative Sortierweisen in den Blick zu nehmen.

Bedacht werden muss stets die Anforderung an eine Verbalisierung, sie sollte aber auch
konsequent erwartet werden, denn (hier: miindliche) Musterbeschreibungen sind hilfreich fir
denkbare Sortiervorgdnge.

Als Ergebnis dieser Stunde kam diese (immerhin) 1. Klasse zu folgendem Tafelbild
(1119), (2118), (3117), (4116), (5]15), (6]14), (7]13), (8]12), (9]11), (10]10), (11]9), (1218),

dann (mit Zwischenraum) (20|0),
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wobei das Ergebnis mundlich zu folgender Zusammenfassung verdichtet werden konnte:
»Die erste Zahl steigt, die zweite Zahl wird kleiner, bis eine von beiden Null ergibt.« In hthe-
ren Jahrgangsstufen wird man hier noch an einer praziseren Beschreibung arbeiten kénnen.

Zum gleichen Forschungsauftrag schrieben Lukas und David (4. Kl.) Folgendes in ihr
Forscherheft (orthografisch wiedergegeben wie im Original):

Das fallt auf: Das zwanzig immer das Ergebniss sein muss. Das die gréBte zahl in der
mitte nur zehn sein kann.

Woran liegt das? -

Erklirung und Begriindung: £Es darf keine zahl unten in der mitte stehen die gréRer ist
als eff zehn weil das ergebnis ist dann gréBer als zwanzig.

Das war schwierig: Heraus zu finden wie viele Aufgaben es gibt

Das hat geholfen: Das wir die mauern immer von oben bis unten ausgefiillt haben

Zu diesem Text hefteten sie die unten abgebildete Aufstellung, die sie ohne den Computer
auf Papier gefertigt hatten. Wie wiirden Sie als Lehrerin oder Lehrer das Forschungsergebnis
von Lukas und David deuten? Wie sdhe eine sachgerechte Riickmeldung fir die beiden aus?

2
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457 3r0f17
13+ 3 Y lhtep
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st ¢ ctop 19
au+ b 1Hok 13
% i stot 1L
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Einer Systematik auf der Spur: Lukas & David (4. KI.)
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4.2.2 Forschungsauftrag: GroRter/kleinster Deckstein

Teilauftrag a:
Sucht euch vier beliebige Zahlen aus. Bildet damit verschiedene Grundreihen von 4er-
Mauern. Wie erhdlt man den gré8ten und wie den kleinstmdglichen Deckstein?

Teilauftrag b:
Probiert es auch mit drei Zahlen in 3er-Mauern oder fiinf Zahlen in 5er-Mauern.

An diesen Auftrag haben sich bei Bissinger (2005) Kinder aus der 2. wie auch aus der 4.
Klasse erprobt. Einige Auszilige (originale Rechtschreibung) aus den Forscherheften sollen
hier als Andeutung und Ermunterung zum Selber-Tun ausreichen. (Die Ergebnisse aus der
Bissinger-Untersuchung erfolgten z. T. auf Papier, da zu jener Zeit das elektronische For-
scherheft in der Beta-Version des ZAHLENFORSCHERs noch nicht implementiert war.)

Lukas & David (4. KI.) begannen mit Teilauftrag b, also an 5er-Mauern:

Das fallt auf: Wenn die GréBte Zahl in der Mitte ist und die beiden anderen gréten Zah-
len I. r. daneben sind dann kriegt man den gréften Deckstein. (bei 5er mauern) Bei der
kleinsten Zahl ist es genauso nur das dann die kleinste zahl raus kommt

Zum Teilauftrag a (4er-Mauern) notierten die gleichen Schiiler Folgendes:

Das fallt auf: Bei vielen Rechenmauern kommt oft das gleiche Ergebnis. Wenn die beiden
grofiten zahlen in der untersten reihe stehe und in der mitte sind kommt immer die
grofite Zahl dabei raus bei den kleinsten zahlen ist es genau so nur das das Ergebnis
kleiner ist.

Woran liegt das? Weil die Zahlen die in der Mitte sind werden zwei mal Plus gerechnet
und die duBeren Zahlen werden nur einmal Plus gerechnet. [vgl. den Plattchenbeweis in
4.2.3! GKr]

Das hat geholfen: Es hat geholfen das wir gestern schon den Auftrag B gemacht haben.

Auch Theresa & Theresa aus der 2. Kl. erkannten bereits den Grund, warum sich eine Veran-
derung an Mittelsteinen anders auswirkt als bei Ecksteinen, denn die Mittelsteine gehen bei
der Summenbildung fiir die 2. Reihe eben jeweils in zwei Summen ein (vgl. 5.2.3): »Wenn die
groBe Zahl in der Mitte ist, ist sie immer bei den kleineren an rand liegen Zahlen dabei, also
wird die zahl groB.«
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Forscherheft zum Forschungsauftrag . e
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2. Woran liegt das?

3. Erklédrung und Begriindung:
4. Das war schwierig:

5. Das hat geholfen:
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aus: Bissinger (2005)

4.2.3  Forschungsauftrag: Grundsteine vergroRern/verkleinern

Teilauftrag a:

VergréBert oder verkleinert bei 3er-Mauern einen Eckstein der Grundreihe um 1.
Teilauftrag b:

VergréBert oder verkleinert bei 3er-Mauern den inneren Stein der Grundreihe um 1.

Teilauftrag c:
VergréBert oder verkleinert bei 4er-Mauern einen Eckstein der Grundreihe um 1.

Teilauftrag d-:
VergréBert oder verkleinert bei 4er-Mauern einen inneren Stein der Grundreihe um 1.

Was geschieht mit dem Deckstein? Erkldrt in eurem Forscherheft, warum das so sein
muss.

Im Abschnitt 5.2.3 wird der fachliche Hintergrund auf algebraisch-formalisiertem Niveau er-
ldutert, einer Vorgehensweise, die noch nicht in der Reichweite von Grundschulkindern liegt.
Diese tasten sich in aller Regel zundchst einmal lber einige Beispiele an den Sachverhalt
heran. Und das ist durchaus nicht sunmathematisch¢, denn auf diese Weise lasst sich ein Ge-
fahl fur die Struktur und ihr regelhaftes Verhalten erwerben. Die Auswahl, Anordnung und
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evtl. Kommentierung eines solchen exemplarischen Materials ist fiir Lehrpersonen von gro-
Rem diagnostischen Wert, lasst sich doch nicht selten bereits hier erkennen, ob oder inwie-
weit eine Struktur verstanden wurde oder noch nicht. Dies kommt sehr jenen Kindern entge-
gen, die noch nicht Uber die wiinschenswerten sprachlichen Ausdrucksmittel verfligen.

Das nachfolgend abgedruckte Beispiel der beiden Drittklassler Julian und Fabian zum For-
schungsauftrag Neue Decksteine (Der Deckstein einer 3er-Mauer soll um 7 groRer werden.)
zeigt sehr schoén, wie ein solches explorierendes Vorgehen aussehen kann: Ausgehend von
der eigenen 3er-Mauer mit der Grundreihe [55|6]|6] erhdhen sie zundchst beide Ecksteine
um 7 ([62]|6]13], wodurch der Deckstein um 14 anwachst. Dann nehmen sie die beschriebe-
ne Erhéhung fir einen Deckstein wieder zuriick ([62]6]|6] und finden den um 7 erhdhten
Deckstein als (eine) Losung. Auf der Suche nach den moglicherweise verschiedenen Moglich-
keiten (s. Forschungsauftrag) probieren sie noch wie folgt durchaus systematisch weiter:

« Erhohung des Mittelsteins um 7 [55]13|6]: => Deckstein +14
« Erhohung des Mittelsteins um 1 [55|7|6]: => Deckstein +2
« Erhohung eines Ecksteins um 1 [55|6]7]: => Deckstein +1

« Erhohung des anderen Ecksteins um 1 [56]6]|6]: => Deckstein +1
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Julian & Fabian (3. Kl.), aus: Bissinger 2005
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Neben solchen explorierenden Vorgehensweisen soll hier exemplarisch noch auf die Wirk-
samkeit inhaltlich-anschaulicher Argumentationen eingegangen werden (vgl. Krauthausen
2001). Fir diese hdtten auch zahlreiche andere Dokumente aus den Erprobungen gute An-
knipfungspunkte geboten. Nutzbar sind hierzu gangige Darstellungen oder Materialien des
Grundschulunterrichts - z. B. Wendeplittchen, Cuisenaire-Stibe, Punktfelder u. A. - und sind
damit in der Lage, Zusammenhdnge zu begriinden, die nach traditionellen Vorstellungen
(und mit formaleren Methoden) erst einige Jahre spater im schulischen Curriculum auftau-
chen.

Wir haben es beim vorliegenden Forschungsauftrag mit einer klassischen operativen Variati-
on zu tun (vgl. Wittmann 1985): Eine vorgegebene Zahlenmauer (= Objekt) soll nach einer
bestimmten Vorschrift (= Operation) - VergroBern/Verkleinern eines AuRen- oder Innen-
steins - verandert werden; gefragt ist nach dem Effekt bzw. nach dem strukturellen Muster,
mit dem sich diese Operation auswirkt (= Wirkung).

Wir betrachten im Folgenden den Fall einer 4er-Mauer. Im ZAHLENFORSCHER beginnt der
Auftrag mit einer 3er-Mauer, wodurch interessante Vergleiche nahe gelegt werden, da sich
die Wirkung nicht einfach auf andere MauerngroRen libertragen ldasst. Die operative Verdn-
derung soll in einer VergroRerung eines Ecksteins (dann eines inneren Steins) um 1 beste-
hen. Dass wir mit den genannten grundschulspezifischen Mitteln auch hier jedwede andere
VergroRerung/Verkleinerung mit begriinden kdnnen, deutet bereits den Allgemeingiiltig-
keitsanspruch von inhaltlich-anschaulichen Beweisen an (vgl. auch Affolter et al. 2001, als
PDF auf dieser CD).

Betrachten wir ein Beispiel anhand konkreter Schiilerdokumente (entnommen aus Scherer
1997). Ausgehend von der Ausgangsmauer mit vorgegebener Grundreihe [5, 12, 7, 26] sollte
in der ndachsten Mauer einer der Ecksteine in der Grundreihe um 1 erhéht und die Wirkung
beschrieben werden:

e Formal lautet die Grundreihe mit vier (beliebigen) Zahlen [a, b, ¢, dl, ihr Deckstein hat
dann die allgemeine Form a+3b+3c+d (vgl. Kap. 5.2.3). Mit vorschriftsmaRig vergroRer-
tem Eckstein lautet die Grundreihe nun [a+1, b, ¢, d], was zu einem neuen Deckstein der
Form a+1+3b+3c+d fihrt, d. h. der Deckstein ist insgesamt auch um 1 groéRer als vor
der VergroRerung. Mit den konkreten Zahlenwerten sieht es so aus (aus 26 im rechten
Eckstein der Grundreihe wird 27):

12119133 2114134
L5 11217 126] [5 721z [27]

¢ Hier ist die VergroRerung von 26 dadurch abzulesen, dass in der nichsten Mauer an glei-
cher Stelle eine 27 erscheint. Stattdessen hdtte man ebenso die Verdnderung in Gestalt
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des unausgerechneten Terms darstellen kénnen, also als 26+1. Setzt man diese Praxis
der Termschreibweise fort (s. folgende Abb.), dann erscheinen an der rechten Seite der
Zahlenmauer 33+1 statt 34, 52+1 statt 53 und schlieflich im Deckstein 88+1 statt 89.
Dadurch wird deutlich, wie die Vergroferung um 1 beim Ausrechnen der neuen Mauer
>hoch wandert< bis zum Deckstein.

[Tz179
| 5 I‘?z |z |26+l|

e Inhaltlich-anschaulich lasst sich der gleiche Sachverhalt ebenfalls darstellen: Statt die
VergroRerung wie gezeigt mit Zahlen oder Termen zu notieren, kann man ebenso gut ein
Plattchen auf das 26er-Feld legen, wodurch der entsprechende Stein ebenfalls >26 plus 1«
enthdlt. Ausrechnen der Zahlenmauer zeigt, wie dieses Plattchen rechts (analog zur +1 in
der Zahlenschreibweise) hoch wandert und auch hier den Deckstein um 1 vergroRert:

42119133

Auch die VergroRerung eines inneren Steins um 1 ldsst sich auf diese Weise anschaulich dar-
stellen; in der folgenden Abbildung wurde der rechte innere 7er-Stein um 1 vergroRert:

% va )
3 3
S 1121 7126 S 1121 7el 26

Man sieht, dass nun das hinzugefiigte Plattchen in der Reihe dariiber in zwei Summen ein-
geht (in 12+7=19 und 26+7=33). Ebenso wirkt sich das Plattchen auf dem Stein 19 in zwei
dartber liegenden Summen aus. Lediglich das Plattchen auf dem Randstein wirkt nur auf ei-
ne Summe ein, da es keinen zweiten Nachbarstein hat. Anhand der Pladttchen ist also an-
schaulich zu verfolgen, wie sich die VergroRerung des Zielsteins um ausgerechnet 3 ergibt.

Technische Anmerkung: Die in diesem Forschungsauftrag bearbeiteten Mauern zeigen
auf der Arbeitsflaiche und im Ausdruck (der Arbeitsflache) in allen relevanten Steinen so-
wohl die (neue) Summe wie auch, in verkleinerter Darstellung, den zugehdrigen Term an.
Dies soll helfen, das Muster zu erkennen. Wenn solche Mauern als Abbildung von der Ar-
beitsfliche in das Forscherheft oder den Ordner Ergebnisse gezogen werden, geht diese
doppelte Notation verloren, es wird nur die neue Summe im Stein angezeigt. Daflir gibt
es einen technischen und einen didaktischen Grund:

Terme oder Plattchen sind in der reduzierten GroRe entweder nicht mehr lesbar oder ent-
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sprechen nicht mehr den hohen Anforderungen an die Asthetik des Screendesigns des
ZAHLENFORSCHERs. Auch ist es gerade im Forscherheft/Ergebnis-Ordner didaktisch eine
bewusste Anforderung, die Muster zunehmend geldufiger auch verbal beschreiben zu
kdonnen. Der Informations->Verlust« durch das Fehlen der doppelten Notation kann also
durch entsprechende MaRnahmen relativiert werden.

Zusammenfassendes (Zwischen-)Ergebnis:

Die VergroRerung eines Ecksteins um 1 bewirkt, dass auch der Deckstein um 1 wdchst. Die
VergroRerung eines inneren Steins um 1 bewirkt, das der Deckstein um 3 groéRer wird. Ma-
chen wir nun noch den Schritt zur Allgemeingiiltigkeit, also fir VergroRerungen/Verklei-
nerungen um beliebige Werte:

Stellen Sie sich vor - und das ist auch bereits fiir Grundschulkinder transparent und nach-
vollziehbar - wir legen nicht ejn Plattchen auf den zu vergroRernden Stein, sondern zwei o-
der drei. Was wird geschehen? Im Falle eines duReren Steines wird der Deckstein ebenfalls
um 2 oder 3 wachsen. Im Falle eines inneren Steines wird der Deckstein um 6 (= 3-2) bzw.
um 9 (= 3-3) groRer werden, wie man leicht durch Legeversuche feststellen kann.

Und nun legen wir keine einzelnen Plattchen in das zu vergréRernde Feld, sondern ein klei-
nes Ledersdckchen, in welches wir zuvor, verdeckt flir andere, eine gewisse Anzahl von
Plattchen gesteckt haben (vgl. Sawyer 1964). Was wird geschehen? Ein Sackchen auf einem
Eckstein fiihrt zu einem Sackchen mehr auf dem Deckstein; ein Sdckchen auf einem inneren
Stein fuhrt zu drei Saickchen mehr im neuen Deckstein. Das bedeutet - unabhdngig von der
konkreten Pldttchenanzahl im Sdackchen - dass es eine VergroRerung um das Einfache bzw.
um das Dreifache des Sdackcheninhalts im neuen Deckstein geben wird.

Das Sdackchen mit seinem unbekannten Inhalt ist aber nichts anderes als der formale mathe-
matische Ausdruck fiir eine Unbekannte oder Variable, z. B. ein x, d. h. wir gelangen zu der
eingangs gezeigten formal-algebraischen Darstellungsweise des gleichen Ergebnisses: Eine
VergroRerung von a oder d geht einfach (= mit dem Faktor 1) ein, eine VergroRerung von b
oder c geht dreifach (= mit dem Faktor 3).

Ein und derselbe Sachverhalt, lediglich ausgedriickt in einer anderen Sprache! Insofern sind
inhaltlich-anschauliche Begriindungen keine Spielerei oder fachlich defizitire Versuche fir
(noch) unfdahige Kinder, sondern vollwertige Beweise. Selbst in der Mathematik (als Fach-
wissenschaft) wird ernsthaft mit ihnen gearbeitet (vgl. Nelsen 1993 & 2000: Proofs Without
Words). Man bedenke auch, dass schlieRlich die antiken Griechen ihre zahlentheoretischen
Pionierleistungen aus nahe liegenden Griinden (unsere heutige Sprache der Algebra gab es
seinerzeit noch lange nicht!) in vergleichbarer Form erbracht haben. Die inhaltlich-anschau-
lichen Vorgehensweisen des Grundschulkindes sind so gesehen sehr viel ndher an den Wur-
zeln der Mathematik als jene formal-algebraischen Beweise, die wenige Jahrgangsstufen
spdter thematisiert und dann oft genug unverstanden auswendig gelernt werden.
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Eine Vielzahl von mathematischen Beziehungen schon im Mathematikcurriculum der Grund-
schule lassen sich mit dieser inhaltlich-anschaulichen Praxis transparent machen und be-
grinden (z. B. in Form von Punktmuster-Beweisen; vgl. Krauthausen 1998a & 2001; Witt-
mann/Miller 1988 & 2004). Damit allerdings Kinder dieses so machtige Werkzeug sachge-
recht anwenden und nutzen kénnen, miissen sie es - wie schlieBlich jedes Werkzeug - zu-
nachst in seinem Gebrauch erlernen. Gleiches gilt ibrigens auch fiir Lehrerlnnen, die in ihrer
eigenen Schulzeit i. d. R. nie, wahrend ihrer Lehrerausbildung noch zu selten mit dieser Pra-
xis konfrontiert wurden und daher (noch) keine Routine in der Anwendung erlangen konnten
- ein Grund Ubrigens, der daflir mitverantwortlich ist, dass sie geneigt sein kénnen, so etwas
fir >zu schwer« fir ihre Klassen zu erachten.

Dies also misste bedacht werden, wenn man den Einsatz solcher Argumentations- und Be-
grindungsformen nutzen mochte. Es bedarf gezielter Anleitung und Férderung, auch ent-
sprechenden Modellverhaltens. Aufgrund der meist fehlenden Selbsterfahrung mit anschau-
lichen Beweisen ist man als Erwachsener mdglicherweise skeptisch, dass so etwas wirklich in
der eigenen Klasse funktionieren wiirde. Alle Erfahrungen aber zeigen: Beginnt man von An-
fang an (1. Klasse) mit entsprechend einfachen Beispielen (vgl. die Schiilerdokumente in
5.2.6 zum Forschungsauftrag 6) und pflegt ein solches Vorgehen regelmaRig, dann wird man
recht bald mit einer ganz selbstverstandlichen Nutzung durch die Kinder rechnen dirfen.

Eine verstarkte Nutzung inhaltlich-anschaulicher Argumentationsweisen stiinde auch der Se-
kundarstufe nicht schlecht an. Es ist wohl mehr als eine Vermutung, dass dadurch der Uber-
gang bzw. der Zusammenhang zu formaleren Beweisverfahren konstruktiv im Hinblick auf
wirkliches Verstehen unterstiitzt werden kénnte (vgl. auch Wittmann/Miller 1988).

Als Hintergrundkompetenz muss auch von Grundschullehrpersonen ein souverdner Umgang
mit elementarer Algebra erwartet werden. Auf den Einwand skeptischer Lehramtsstudieren-
der, dass brauche man doch aber nicht im Unterricht der Grundschule, pflege ich zu antwor-
ten: Nicht im Grundschulunterricht, aber fiir Grundschulunterricht! Denn die algebraische
Abkldarung z. B. eines Aufgabenformats ist unerldsslich und oft die einzige Méglichkeit, sich
den Hintergrund ohne endlose Beispielfolgen zeitokonomisch transparent zu machen. Und
manchmal wird man dann doch auch im Grundschulunterricht damit konfrontiert, und wie
will man dann mit folgender Erkldarung eines Hamburger Viertkldsslers sinnvoll umgehen?

Benny (4. Kl.) verallgemeinerte fiir Nullmauern (= Forschungsauftrag 11) eine Teil-Strategie:
Nach einem Beispiel mit der Grundreihe 40|30|15 sagte er: »Man kann jede beliebige Zahl
nehmen fir x.«, und dann notierte er das Gemeinte wie folgt an der Tafel:

x3 | x2 | x1
x1 | x1
0
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4.2.4 Forschungsauftrag: Besondere Grundsteine

Teilauftrag a:
Untersucht 4er- und 5er-Mauern, in deren Grundreihen immer nur gleiche Zahlen ste-
hen.

Teilauftrag b:
Untersucht 4er-Mauern, in deren Grundreihen nur Zahlen aus der gleichen Einmaleins-
reihe (ab der 2er-Reihe) stehen.

Was fallt euch auf?

Auch diesen Forschungsauftrag haben erneut Kinder der 2. bis 4. Klasse zur Bearbeitung
ausgewadhlt (Bissinger 2005). Der folgende Text ist (originale Rechtschreibung) dem For-
scherheft von David & Selle (4. KI.) entnommen. Er zeigt die Einsicht in die fortlaufende Ver-
dopplung beim Teilauftrag a: Gleiche Zahlen in der Grundreihe (Zweierpotenz der Reihen-
nummer; vgl. 5.2.4):

Das fallt auf: Wenn in der Grundreihe immer die gleiche Zahl mitisste steht miisste dar-
liber immer das Doppelte bei rauskommen, z.b.
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David & Selle (4. Kl.), aus: Bissinger (2005)

Zum Teilauftrag b: Einmaleinszahlen in der Grundreihe schrieben sie den nachstehend abge-
bildeten Text (Bissinger 2005). Versuchen Sie ihn zu analysieren! Was haben die Kinder er-
kannt? Wo bendétigen sie noch Hilfe? Wie wiirden Sie als Lehrerin oder Lehrer auf dieses Do-
kument konkret reagieren, wenn Sie es von David und Selle Uberreicht bekdamen?
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David & Selle (4. Kl.), aus: Bissinger 2005

4.2.5 Forschungsauftrag: Steine ausgleichen

Teilauftrag a:

Berechnet eine eigene 4er-Mauer. AnschlieBend wird automatisch der mittlere Mauern-
stein um 1 vergréBert.

Welche anderen Steine miisst ihr nun verdndern, damit alle Rechnungen in der Mauer
wieder stimmen?

Katja sagt: »Da gibt es aber verschiedene Mdglichkeiten.« - Kénnt ihr Katja helfen?

Teilauftrag b:
Kénnt ihr die Steine auch so verdndern, dass der Deckstein trotzdem der gleiche bleibt
wie zuvor bei der Ausgangsmauer?

Die strukturellen Zusammenhidnge zwischen den einzelnen Zahlen erfordern ein ausdauern-
des (systematisches) Probieren (vgl. 5.2.5). Das mag manche Kinder eher davon abhalten,
diesen Forschungsauftrag anzugehen, andere fiihlen sich gerade dadurch aber auch beson-
ders angespornt, wenn sich das Problem einmal >sperrig< verhalt. Dem folgenden Textdoku-
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ment von Lukas und David (Bissinger 2005) sieht man férmlich an, wie die beiden Viertkldss-
ler mit dem Problem sringen<«. Und man hat den Eindruck, dass es weniger die Einsicht, als
vielmehr die entsprechende Versprachlichung ist, die sie (noch) daran hindert, Denken und
Textproduktion in Einklang zu bringen (Notation wie im Original):

Das fallt auf: Man muss die beiden Steine die neben der verdnderten Zahl stehn muss
man um ein verkleinern, in der Grundreihe muss man immer was verandern. Wenn man
die beiden zahlen neben der veranderten zahl gleich lasst dann ist das Ergebnis um zwej
groBer, dass dass Ergebnis immer genau verdnderte zahl sein muss, dass man auch an-
dere Decksteine treffen kann

Das war schwierig: Das das die Aufgaben komisch waren weil das etwas wie ein Kreuz-

wortrdtsel war.

4.2.6 Forschungsauftrag: Gerade und ungerade Decksteine

Teilauftrag a:

In einer 3er-Mauer soll im Deckstein eine gerade Zahl stehen.

Maike sagt: »Dann miissen alle Grundsteine gerade sein.« Hat Maike Recht?

Mehmet vermutet: »Genau ein Grundstein darf auch ungerade sein. Ich bin nur noch nicht
sicher, welcher.« Kénnt ihr ihm helfen?

Teilauftrag b:

In einer 3er-Mauer soll im Deckstein eine ungerade Zahl stehen.

Lisa meint: »Genau ein Grundstein darf ungerade sein, egal welcher.« Hat Lisa Recht?
Linus behauptet: »Alle Grundsteine miissen ungerade sein.« Uberpriift seine Behauptung.

Teilauftrag c:

In einer 4er-Mauer soll im Deckstein eine gerade Zahl stehen.

Rosalie behauptet: »Das geht nur, wenn alle Grundsteine gerade sind.« Hat Rosalie Recht?
Marco vermutet, dass es auch anders geht. Uberpriift seine Vermutung.

Teilauftrag d-:

In einer 4er-Mauer soll im Deckstein eine ungerade Zahl stehen.

Jens meint: »Wenn nur die beiden inneren Grundsteine ungerade sind, dann geht es.« Hat
Jens Recht?

Tanja behauptet: »Ein ungerader Grundsteine geniigt, egal welcher.« Uberpriift Tanjas
Behauptung.

Im 2. Schuljahr schreiben Elif und Gizem dazu Folgendes (Rechtschreibung wie im Original;
vgl. Bissinger 2005):
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man 3 ungerade zahlen nemt rechnet man grade.

zahlen

Das fallt auf: der Dekstein wird grade wen man unten die graden zahlen benutzt wen

Woran liegt das? Grade zahlen werden grade zahlen 2 ungeradezahlen werden grade

Vergleichen Sie einmal mit den Darstellungen in 5.2.6! Die dort erlduterte inhaltlich-
anschauliche Argumentation ldsst sich auch bei Melanie und Angelina (3. Kl.) bereits erken-
nen - ebenso wie weiterer Klairungsbedarf, der sich den beiden selbst noch nicht ganz er-

schlielt:

Das fdllt auf:

Woran liegt das?
Erkldrung und Begriindung:
Das war schwierig:

. Bas hat geholfen:
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Melanie & Angelina (3. Kl.), aus: Bissinger 2005

Krauthausen, Gunter (2006): ZAHLENFORSCHER. Didaktische Handreichung

S. 89



Didaktische Handreichung

4.2.7 Forschungsauftrag: Neue Grundsteine

Teilauftrag a:

Berechnet zundchst eine eigene 3er-Mauer. Verdndert die Grundreihe jetzt so, dass der
Deckstein um 7 gréBer wird.

Gibt es dazu verschiedene Méglichkeiten? Kénnt ihr es in méglichst wenigen Versuchen
schaffen?

Reni kennt einen Trick: Sie schafft es sofort im 1. Versuch, die Grundreihe passend zu
verdndern. Findet ihr auch den Trick?

Teilauftrag b:

Berechnet zundchst eine eigene 4er-Mauer. Verdndert die Grundreihe jetzt so, dass der
Deckstein um 10 kleiner wird.

Gibt es dazu verschiedene Méglichkeiten? Kénnt ihr es in méglichst wenigen Versuchen
schaffen?

Methim hat einen Trick: Er schafft es sofort im 1. Versuch, die Grundreihe passend zu

verdndern. Vergleicht mit dem Trick aus Aufgabe a.

Zwei Angebote zur Diskussion, erneut in originaler Orthografie der Kinder (vgl. Bissinger
2005):

Nils & Fabian (2. Kl.)

Das hat geholfen: das wir bei der anderen Mauer abgekugt haben! Man kann in der mite
anfangen. Mann muss in der mite muss immer 21 ergeben.

Lili & Anna (3. Kl.)

Das hat geholfen: Man muss minus Rechnen. Man muss von Hoben runter Rechnen. Man
kann auch Umkehraufgaben Rechnen. Mann kann die Zalen um 1 oder 2 verendern.

Haben Nils und Fabian bereits erkannt, dass man nicht jede Mauer fiir sich berechnen muss,
sondern sich operative Zusammenhdnge zu Nutze machen kann ...? Was hat es mit der 21 in
der Mitte auf sich? Und welches Verstiandnis von >Umkehraufgabenc liegt bei Lili und Anna
zugrunde? Die meisten Einsichten gewinnen Sie mit Sicherheit, wenn Sie es selbst versuchen
und dann den Forschungsauftrag lhren Kindern im Unterricht anbieten ...
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4.2.8 Forschungsauftrag: Eine Mauer - viele Grundreihen

Teilauftrag a:
In einer 4er-Mauer ist die komplette 2. Reihe von unten vorgegeben. Fiir die Grundreihe
gibt es hier mehrere Lésungen. Findet ihr sie alle?

Teilauftrag b:
In einer 4er-Mauer ist die komplette 2. Reihe von unten vorgegeben. Sucht jetzt eine L6-

sung mit gleichen Ecksteinen in der Grundreihe.

Dieser Forschungsauftrag wurde u. a. in einem Parallelversuch in vier 4. Klassen an verschie-
denen Schulen erprobt. Dabei zeigten sich z. B. folgende Bearbeitungsstrategien der Kinder
(in Anlehnung an Nagel 2003; zur Lesweise der Abbildungen: die Grundreihe mit der korrek-
ten Losung (4. Reihe von oben) wurde jeweils zuletzt ausgefiillt; die vorausgehenden Expe-
rimente begannen in der Zeile darunter.):

Kevin (Abb. rechts) arbeitete »von auBen nach innen< Er besetzte zu- 39 |

nachst die beiden Ecksteine anforderungskonform mit der gleichen ’J1_(
Zahl, hier (versuchsweise) mit 10. Die beiden Innensteine berechnete 63 | 126 | 81 |
er mittels Subtraktion/Ergdanzen in Bezug zu den Ecksteinen der dar- ; :; : 12
Uber liegenden 2. Mauernreihe: 63-10 (= 53) und 81-10 (= 71). Die 12| 51| 69 | 12
Summe der so erhaltenen Mittelsteine 53 und 71 ergab jedoch nicht 14149 | 67 |14

wie durch die 2. Reihe vorgegeben 126, sondern 124. Es fehlten also o B B B

9|54 72 |9
2, und so lag es fir Kevin nahe, im nachsten Versuch 2 mehr (= 12) i

fur die Ecksteine zu wéahlen.

Die Summe der Mittelsteine war nun 120 (also nicht 2 mehr, sondern gar noch weniger
als vor der Erhohung der Ecksteine!). Gleichwohl versuchte er nochmals eine Erhéhung
der Ecksteine um 2 (auf 14) und danach um 1 (auf 15). Nun bemerkte er, dass die Summe
der Mittelsteine immer niedriger wurde (124, 120, 116 und 114) anstatt wie gewiinscht
groRer und dass er daher die Ecksteine verkleinern musste. Das versuchte er zielstrebig
mit dem Wert 9, denn die 10 hatte sich ja bereits im 1. Versuch als zu groR erwiesen.
Spater begriindete er sein Vorgehen vor der Klasse wie folgt:

Kevin: Das kommt alles in der Mitte nicht hin, da kommt 116 ... [bei 14 als Eckstein)

L.: Und wie du jetzt von dieser Reihe zu der gekommen bist, weilit du das?

Kevin: Das ist ja alles da viel zu hoch ... das kann ja alles nicht hinkommen. Also hab
ich dann angefangen eher nach unten zu gehen und von unten mal anfangen.

Und Florian ergdnzte wie folgt:

Florian: Ich hab herausgefunden, je kleiner die Zahl an den beiden Rdndern ist, umso
groBer ist die Zahl, die dann oben, also oben in der Mitte, wenn 126 oben ist. 9
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war ja jetzt richtig und 15 war viel zu groB und umso kleiner die am Rand ist
kommt es besser hin.

« Malte (Abb. rechts) ging >von links nach rechts< vor: Wie Kevin besetzte
er auch zundchst die Ecksteine identisch (versuchsweise mit dem Wert
11) und berechnete die Differenz zwischen dem linken Eckstein und
dem duReren Stein der 2. Reihe (63-11 = 52 = linker Mittelstein). Dann
aber berechnete er - anders als Kevin - die Differenz aus diesem linken
Mittelstein und der dariber liegenden Mitte der 2. Reihe (126-52 =
74), wodurch er den rechten Mittelstein erhielt. Konsequent war nun
die letzte Differenz zu berechnen (81-74), deren Ergebnis dann aber
im Widerspruch stand zum gewdhlten rechten Eckstein 11.

Bei seinem nachsten Versuch wahlte er den Wert 6 fiir die Ecksteine und rechnete diesmal
von rechts nach links: 81-6 = 75, 126-75 = 51, aber 63-51 # 6! |hm fiel auf, dass es ei-
ne Differenz von 6 zum Erwartungswert gab, und diese verteilte er dann auf beide Eck-
steine (jeder +3).

Malte: Wenn man z.B. den ersten Versuch 6 hatte, 6 an beiden Seiten. Dann fehlten ja 6
zur Aufgabe, also zum Ergebnis, dass man das richtig hat. Dann muss man die 6
auf die beiden duBeren Zahlen aufteilen, und dann kann man das auch.

* Robin (Abb. rechts) begann nicht mit identischen, sondern mit unter- 396
schiedlichen Ecksteinen. Dabei schien er eine operative Beziehung der b i
Differenzen zwischen den beiden Ecksteinen auszunutzen: Die Diffe- 963541267,é 3
renz seines 1. Versuchs betrug 15-3 = 12; bei seinem 2. Versuch be- 5148 | 78
trug die Differenz nur mehr 10-8 = 2 und lag damit ndher am Ziel. 8 |55| 71 |10

g |54|72 |5

Seine Erkldarung zeigt, wie er das gegensinnige Verdndern ausnutzte: ARCAH 5

Robin: Also ich hab die 15 erst mal genommen. Dann hab ich ge-
merkt, dass das auf der anderen Seite 3 war und kleiner. Dann hab ich mal 8 ge-
nommen, aber dann hab ich auch gemerkt, dass es bei 10 war. Und dann wusste
ich, wenn ich noch einen, bei 8 eine 9 einsetze, dann wird bei

10 auch einer weniger.
* Michaela (Abb. rechts) hat wiederum ein anderes Vorgehen gewahlt: Sie _L
34[40]18]

begann beim Mittelstein der 2. Reihe (= 40) und zerlegte diesen auf

verschiedene Weise. Sie trug dabei nicht immer auch die entsprechen- ;z""jg 3
den Ecksteine ein. Es scheint, dass sie die Grenzen der moglichen Wer- 35 8| |
te abzutasten versuchte. Nach einigen Versuchen erkannte sie, dass 20 20] 2
der linke Innenstein < 34 und und der rechte Innenstein > 6 sein e 10--—:-
mussten. (Das geht so nicht aus der Abbildung, wohl aber aus dem %26 261 |
Unterrichtsprotokoll hervor.) Da sie die 10 bereits (zweimal) fir den 6128|121 6
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rechten Innenstein probiert hatte, wahlte sie - wohl eher zufillig - dann die 28 bzw. die
12 fir die Innensteine, was sie zur korrekten Losung fiir die Ecksteine flihrte. Interessant
ist, dass sie drei Zeilen dariiber bereits einmal den Eckstein 6 notiert hatte, allerdings oh-

ne die gesamte Reihe zu berechnen.

« Alexander (Abb. rechts) entdeckte ein besonderes Phdnomen: Er ging

bei seinen Versuchen ebenfalls zundachst von unterschiedlichen Eck-
steinen aus. Diese addierte er jeweils und dividierte anschlieRend 102 105 |
durch 2 (arithmetisches Mittel der beiden Eckpunkte; vgl. 5.2.8), wo- 43 |59 | 46
durch er den gesuchten Wert fir identische Ecksteine erhielt, z.B.: 231203915
(14+16) : 2 = 15. In der Reihe Uber diesem Beispiel funktioniert dies 1412930116

15 (28 31|15

nur deshalb nicht, weil sich hier ein Rechenfehler eingeschlichen hat

(5 statt 7), ansonsten wiirde fiir diese Zeile gelten: (23+7) : 2 = 15.

Seine Erkldrung:

Alexander. Wenn man die beiden Steine als erstes ...

L.: Du meinst die beiden Ecksteine?

Alexander. Ja, die beiden Ecksteine zusammenzdhlt und dann die Hélfte nimmt, dann hat
man die beiden gleichen Ecksteine.

Nagel (2003) weist zur Frage der Werte-Auswahl noch darauf hin, dass 132

die Kinder bei ihren Versuchen oft mit Zehner- oder Flinferzahlen ope- [ 74 ] 58 |
rierten oder in Einer-Schritten variierten. Bei Zerlegungen wurden haufig 53429401118
stellenweise Zerlegungen gewdhlt (Z+E). Auch Wertetausch konnte be- 430|108
obachtet werden (8+10 und 10+8). Einige Kinder, die z. B. wie Linda (s. 3[{s1/9]9
Abb. rechts) eine ganze Reihe Versuche unternommen hatten, formulier- 120 : :; 1:
ten auch selbst weiterfiihrende Fragen wie z. B.: »Wie viele Reihen gibt es nlz3 17| 1
Uberhaupt?«. Wiirde Linda ihre 10 Versuche sortieren, was im ZAHLENFO- 925153
SCHER sehr unaufwandig moglich ist (Sortiertaste; vgl. 1.1), dann wiirde : :: :i i
sie das vermutlich auf eine Idee bringen, um sich ihre Frage selbst zu be- Ml | s

antworten (vgl. 5.2.8).

4.2.9 Forschungsauftrag: Aufeinander folgende Grundsteine

Teilauftrag a:

Leonid behauptet: »Ich kann vier aufeinander folgende Zahlen der Reihe nach in die
Grundreihe einer 4er-Mauer eintragen, und als Deckstein erhalte ich genau 100!« Hat Le-
onid Recht?

Teilauftrag b:
Carsten glaubt: »Mit fiinf aufeinander folgenden Zahlen (der Reihe nach) in einer 5er-

Mauer kann man den Deckstein 100 nicht erreichen!/« Hat Carsten Recht?
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Da es zu diesem Forschungsauftrag nur eine Losung gibt, muss dariiber nicht lange geredet
werden. Gehaltvoller kann hier eine Strategiediskussion sein:
« Wie seid ihr vorgegangen? Beobachtet werden kann z. B. ...

o unsystematisches Probieren,

o beliebiger Versuch, um die GréRfenordnung zu finden, dann operatives Anndhern. Ein
Kind einer Erprobungsklasse ging sehr gezielt so vor, verrechnete sich dann aber aus-
gerechnet bei der Treffermauer, was zu Irritationen fihrte (Was nun ...?),

o zufdllig genau den richtigen Eckstein als Erstes ausprobiert,

+ Wie viele Versuche auf dem Probierzettel haben wir jeweils gebraucht?

Einzelne Kinder hatten nach drei Minuten die 100 gefunden, evtl. auch durch Zufallstreffer.
Einige Kinder versuchten, den Deckstein 100 von oben nach unten lber Zerlegen (Halbieren)
zu erreichen, was angesichts der Bedingung aufeinander folgender Grundsteine ein aufwan-
diges Unterfangen werden kann. Andere (ibernahmen auch einfach die Losung anderer - un-
ter der Forscher-Metapher allerdings ein wenig tragfiahiges Vorgehen. Annika und Gloria (4.
Kl.; Bissinger 2005) haben nach systematisch variierten Grundreihen (mit den linken Eckstei-
nen 1, 2, 3, ... 12) herausgefunden, dass sich der Deckstein in 8er-Schritten vergroRert (vgl.
5.2.9):

Forscherheft von A“mrlf’m und Gloria und

Name des Forschungsauftrags: Avfenander {gtgen de

Oryndsterne A.J

1. Das fdllt auf: - r
a {n /Q;uf\(,i I gy 3 <f{,1.§‘* ;-E_,f,? Y N v’{: s

In cder~ Reine 77, 72,1% G cmmd phageor Q f T,
| ; . ma {, s

V2D

Annika & Gloria (4. Kl.), aus: Bissinger 2005
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4.2.10 Forschungsauftrag: Wie viele Mauern ...?

Teilauftrag a:
Findet alle 4er-Mauern, in deren Grundreihe aufeinander folgende Zahlen (der Reihe
nach) stehen und deren Decksteine zwischen 35 und 100 liegen. Wie viele findet ihr?

Teilauftrag b:
Elmar kennt einen Trick: »Ich kann herausfinden, ohne die Mauern alle auszurechnen!«
Was macht Elmar wohl?

Die Motivation war bei den meisten Erprobungen dieses Forschungsauftrags sehr hoch.
Zahlreiche Kinder berechneten selbst wahrend der Pause zwischen der Doppelstunde uner-
miudlich die ganze Tafel voller Zahlenmauern.

Insgesamt wurden hdufig diverse Mauern mit Zielzahlen zwischen 35 und 100 gefunden,
schwieriger war aber die Einsicht in das Muster der 8er-Schritte (vgl. 5.2.10), das Annika und
Gloria im 9. Forschungsauftrag erkannt hatten (vgl. 4.2.9). Eine denkbare Ursache auf der
Grundlage verschiedener Indizien ware, dass der Blick der Kinder - hier wie auch bei anderen
Forschungsauftragen - durch ihre bisherigen Unterrichtserfahrungen relativ stark ergebnisfi-
xiert in dem Sinne sein kann, dass man primar bemiiht ist, spassende< Mauern zu finden und
damit dann die Aufgabe als erfiillt versteht. Einen »2. Blicks, hinter die Kulissen, auf die Mus-
ter oder gar ihre Begriindungen zu werfen, gehort dann noch nicht zum gewohnten Verhal-
tensrepertoire. Eine weitere Stelle, an der es gilt, eine entsprechende Unterrichtskultur zu e-
tablieren. Realistisch ist das nach allem, was die zahlreichen Erprobungen zeigten, allemal.

4.2.11 Forschungsauftrag: Nullmauern

Teilauftrag a:

Achtung, neue Regel: In jedem Stein soll jetzt der Unterschied der beiden iiber ihm lie-
genden Steine stehen.

Findet verschiedene 3er-Mauern, deren Zielstein auf Null endet. Wie muss man die
Grundreihe bauen, damit solche Nullmauern entstehen?

Teilauftrag b:
Wie viele Nullmauern kann man bauen, wenn in der Grundreihe nur die Zahlen 0 bis 10

stehen dtirfen?

In den Fallen der Erprobungen, in denen den Kindern die Auswahl von Forschungsauftragen
Uberlassen war (um evtl. Praferenzen sichtbar werden zu lassen), hat sich dieser Auftrag als
der sheimliche Renner« herausgestellt. Und dies galt fir Zweitkldsslerinnen ebenso wie fir
Sechstklasslerlnnen.

In nahezu allen Erprobungen dieses Auftrags (Jahrgangsstufen 2-6) haben die Kinder samtli-
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che Bedingungen fiir die Grundreihe gefunden (vgl. 5.2.11 oder Abb. S. 68). Nicht in allen
Klassen konnte auch Teilauftrag (b) erprobt werden, denn alleine fiir Teilauftrag (a) sollte
man erfahrungsgemaR 45-60 Minuten netto einkalkulieren. Auffillig war, dass nahezu in al-
len Fallen die Strategie >drei gleiche Zahlen< - an sich trivial, so sollte man meinen- als Letzte
gefunden wurde. In einem Fall (3. KI.) geschah dies erst gegen Ende der Stunde, nachdem im
Sitzkreis Uber die gefundenen Strategien diskutiert worden war. Glicklicherweise driangte die
Lehrerin hier nicht auf Vollstandigkeit, sondern lieR der Eigendynamik des Geschehens den
angemessenen Raum (vgl. Krauthausen 2006a).

Nach der Aktivitatsphase sammelte die Lehrerin die gefundenen Nullmauern ein und heftete
sie unsortiert und unkommentiert an eine Seite der Tafel. Auftrag: Kbnnen wir Blatter entde-
cken, die miteinander >verwandt< sind? Und warum? Was charakterisiert diese Verwandt-
schaft? Auf diese Weise ergaben sich i. d. R. Beispiele fiir alle relevanten Bedingungen (vgl.
5.2.11), die als Kategorien durch ein entsprechendes Tafelbild (s. u., KI. 3) deutlich werden
kdénnen.

Zwecks besserer Ansprache der Kategorien empfiehlt es sich, dass die Kinder sich passende
Bezeichnungen ausdenken, die das Muster der Grundreihe anschaulich beschreiben. Dabei
geht es nicht um einen konventionalisierten Fachbegriff, sondern um eine griffige, verstand-
liche Bezeichnung. Hier ein paar Beispiele aus Erprobungen (aus Deutschland und den USA):

* Bezeichnung fir 3 gleiche Zahlen in der Grundreihe: drei gleiche Steine; alle drei gleich;
gleich; nur gleiche Zahlen; Dreier
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* Bezeichnung fiir gleiche Ecksteine in der Grundreihe: Gleiche Ecksteine; beide Seiten
gleich; zwei Ecken

e Bezeichnung fir dquidistante Zahlen in der Grundreihe: Immer ... mehr/weniger (bei Ab-
stand >1); treppauf-treppab (bei Abstand =1); auf und ab mit ...; hin und zuriick; der
Reihe nach hoch/runter; Rolltreppe; Einerreihe (fiir Abstand =1)

Die letzte Kategorie wurde mal als eine einzige Kategorie behandelt und benannt (aquidis-
tante Zahlen mit den Abstinden >1). Mal wurde diese Bedingung noch einmal unterteilt: In
benachbarte Zahlen (also Abstand =1) und dquidistante Zahlen mit einem Abstand >1. Bei-
des ist selbstverstandlich zuldssig und zu akzeptieren.

Wenn es um die Beschreibung von beobachteten Mustern geht, die ja Grundlage fiir eine Ka-
tegorisierung der Grundreihen-Bedingungen sind, dann sollte man als Lehrperson nicht zu
sehr die >offiziellen< Muster fiir die vermeintlich alleinigen halten. Ansonsten wird man durch
die Kinder schnell eines Besseren belehrt: Denn die Kinder, die ja noch nicht iber jenen Wis-
sensvorsprung verfligen, den eine Unterrichtsvorbereitung und die Informationen aus 5.2.11
zur Verfligung stellen, denken offener.

Sie entdecken Muster, die uns Erwachsenen oft kaum in den Blick kamen - vielleicht, weil wir
schon zu sehr produktorientiert denken und alles am Endzustand messen, den man mit der
Klasse gerne erreichen wiirde. Tauchen dann aber durch die Kinder plétzlich unerwartete
Muster auf, dann kann das u. U. in der ersten Irritation dazu fiihren, dass man diese Beitrage
fur >wenig zielfihrend< hdlt und sich gendétigt fiihlt, die Zligel zusammenfiihren und den
Kindern gezieltere Hinweise in die >offiziell< erwiinschte Richtung geben zu missen (»Ja
schon, wer hat noch etwas anderes erkannt?!«). Betrachten wir dazu zwei Beispiele:

Beispiel (a) Beispiel (b)

Diese beiden Mauern wurden in einer 3. Klasse als Erste aus dem gemeinsam erstellten Pool
der Losungsbladtter heraus gegriffen. Es entstand dann eine Diskussion, ob sie als zusam-
mengehorig gelten oder unterschiedlichen Kategorien zuzuordnen waren. Wer die inhaltliche
Aufklarung des Forschungsauftrags im Abschnitt 5.2.11 im Hinterkopf hat, wird vermutlich
sagen, dass beide in die Kategorie >gleiche Ecksteine< gehdren. Doch wie haben die Kinder
argumentiert? Zunachst einmal mit einem Votum fir gleiche Kategorie, allerdings aufgrund
vollig anderer Kriterien: Sie gehéren zur selben Gruppe, weil ...

* in beiden Mauern die Zahlen 50 und 100 vorkommen;
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¢ im Beispiel (a) die beiden jeweils diagonal libereinander stehenden 50er (der linke Grund-
reiheneckstein und der linke Stein der 2. Reihe, entsprechend fiir rechts) in der Summe
100 ergeben, was der mittleren Grundreihen-Zahl entspricht; und im Beispiel (b) ergeben
ebenfalls zwei 50er (der Mittelstein der Grundreihe und die beiden Steine der 2. Reihe) in
der Summe 100, die sich in den Ecksteinen der Grundreihe findet.

Und dann gab es auch noch eine Argumentation, warum diese beiden Mauern nicht verwandt
sind und deshalb in zwei verschiedene Kategorien gehdrten: Im Beispiel (b) bilden die 50er
ein Dreieck, im Beispiel (a) nicht.

Im Folgenden sei nun etwas detaillierter aus Erprobungen berichtet, die ich an verschiednen
Elementary Schools (3.-5. Klassen) in Hawaii durchfiihren konnte. Ein sehr detaillierter Be-
richt Uber Erfahrungen mit diesem Forschungsauftrag in einem 3. Schuljahr einer Hamburger
Grundschule findet sich dariiber hinaus bei Krauthausen (2006a).

Im Hinblick auf die Effektivitat bzgl. der natirlichen Differenzierung, durch die alle Kinder
sinnvolle Aktivitditen und Beitrdge leisten konnten, sei ein extremes Beispiel skizziert: In zwei
5. Klassen lieR sich das lUberaus heterogene Leistungsspektrum so beschreiben: Es gab Kin-
der, die den Unterschied zwischen 5 und 12 mit den Fingern ermittelten mussten (in der 5.
Klasse!), und es gab - am anderen Ende des Spektrums, in derselben Klasse - jeweils 1-2
Kinder, die eine effiziente Systematik beim Ermitteln der Losungsanzahlen (Teilauftrag (b))
durchfiihrten und diese auch perfekt erlautern konnten.

Jonathan etwa bendtigte fiir die Ermittlung aller moglichen Anzahlen fir das Muster >aqui-
distante Zahlen< nur ein einziges Probierblatt mit 18 Leermauern, von denen er keine kom-
plett, sondern nur in der Grundreihe ausfillte (zweimal auch bis zur 2. Reihe). Danach
schrieb er folgenden Text, den er selbst zeilenweise wie unten zu sehen aufbaute und damit
auch inhaltlich strukturierte (Zeilennummerierung und Ubersetzung GKr):

Ich habe ausprobiert:
Mit dem Unterschied eins gibt es 18 Méglichkeiten aufwdrts und riickwdrts.
Mit dem Unterschied zwei sind es 14.

Mit dem Unterschied 4 sind es 6.

Mit dem Unterschied 5 sind es 2.

18, 14, ..., 6, 2

Muster im wachsen/kleiner werden von 4!

Mit dem Unterschied von 3 miisste es 10 sein.

Alles zusammen addiert miissten es dann 50 Méglichkeiten sein.

Diese Verschriftlichung ist bereits sehr zielgerichtet und frei von Redundanzen. AuRerdem
zeigt sie sehr schén den wichtigen Ubergang von der Beispielgebundenheit (Zeilen 2, 3, 5, 6)
Uber das Erkennen eines Musters (Zeile 8) bis zum Aufstellen einer Hypothese (Zeile 9) - die
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bei noch elaborierterem Vorgehen noch (allgemeingiiltig) zu priifen ware - und der entspre-
chenden Folgerung (Zeile 10). Im Hinblick auf die weitere Férderung der Problemldsefdhig-
keiten dient ein solcher Ubergang zur Verallgemeinerung nicht zuletzt der Entlastung von
aufwdandigen Rechnungen, v. a. in Féllen, in denen der Beispielumfang weit groRer sein kann
als hier. Auch diese >Okonomiefunktion< schimmert bei Jonathan zumindest ansatzweise
durch (Zeile 4).

In der Parallelklasse gab es fir
die Anzahl der Lésungen zum
Muster >Up/down by the sa-
me« (Aquidistante Zahlen) zwei
verschiedene Losungsangebote:
25 und 50. Ein leistungsstarker
Schiiler entwickelte an der Tafel
seine Begriindung fir die 25
Losungen, indem er (s. Abb.)
systematisch, nach Differenzen
geordnet, die zugehdrigen
Grundreihen auflistete und da-
mit seine 25 Losungen begriin-
dete. Linda, das schwdichste
Madchen der Klasse (zudem in
der Sprachférderung), meldete sich darauf hin zu Wort und meinte, dass sie zwar genau so
vorgegangen sei, aber: Man kdénne auch jede der 25 Losungen noch mal >switchen« (die Eck-
steine vertauschen; vgl. in der Abb. den Doppelpfeil bei [5|7|9]; sichtlich stolz ergdnzte sie,
das seien andere Mauern, also andere Losungen, also doppelt so viele wie 25, mithin 50.
Nach 50 Minuten war dann auch die Gesamtsumme (= 171) fir Teilauftrag b gefunden (vgl.
Abb. sowie 5.2.11).

In den besuchten Klassen waren es die Kinder gewohnt, am Ende einer Lerneinheit reflecti-
ons zu schrieben (vgl. 2.4: Metakognition) - individuelle Rickbesinnungen iber das, was
man erfahren und gelernt hatte bzw. welche Fragen noch offen geblieben waren. Auch dazu
einige Beispiele, diesmal in der original belassenen Sprache und Rechtschreibung):

The most challenging part was when we had to figure out how many solutions their
was to the first rule and to the second rule. My question was: How come one group got
50 and | got 25? My question was answered because the other group fliped the num-
bers around. Thank you for comming! (Taylor)

Ein offensichtlich ambivalentes Verhiltnis zur Mathematik (mit Anzeichen von Hoffnung?) of-
fenbarte Samie:

Math is hard. | dont like it. But | can get better. | dont like it. But this was fun.
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Elli und Will formulierten gar weiterfiihrende Fragen:
I like what you did for us. It was fun. Is there multiplication or division numberwall?

| enjoyed doing all of the math problems! | like to learn new things. How many other
categories are there?

Und die bereits eben erwdhnte und laut Lehrerin im Unterricht so hadufig frustrierte Linda
hatte gar richtig Auftrieb erhalten:

Thank you very much! | found everything hard but when you into it you would like it
very much. | thought it was going to be very hard and now that you show me how, |
love it. | dont want to stop doing this at home and show it to everyone | know. Thank
you for showing me a whole lot | don’t know, now that you show me how to do this |
like math.

Brenson hatte noch ein anderes metakognitives Problem, namlich was mich und meinen a-
merikanischen Kollegen in die Lage versetzt hat, mit solchen Aufgaben zurecht zu kommen:

e When did you start doing this?
* How long did it take you to be this good?
e How did you learn the number walls?

Viele Kinder stuften die Aufgaben zunidchst als schwierig ein. Aber auch hier ist die Frage
letztendlich, wie man das fiir sich wertet: als Grund, der Sache mdglichst auszuweichen, o-
der als Ansporn, sich der Anforderung zu stellen, weil man daran wachsen will. Das hat viel
mit der Lernkultur einer Klasse zu tun, die als solche gestaltbar ist! Kinder sind von Natur
aus keine >Anforderungs-Vermeider¢, und Unterricht kann dazu beitragen, dass sie es auch
(durch Schule) nicht werden. Auch dazu aus einer hawaiianischen Schule ein Beispiel, wie die
Klassenlehrerin zundchst einmal mit einer grundsatzlichen Akzeptanz auf das Kind reagiert,
es dann aber auch zu héherer Leistung und hoheren (Selbst-)Anspriichen anspornt:

Brian hatte eine Nullmauer mit der Grundreihe [0|0|0] auf ein Losungsblatt geschrieben, als
die Lehrerin hinzu kommt und sich folgender Dialog entwickelt:

L  Explain me the zeroes!

B Ok. First, | put zeroes on the three top
ones.

L Ok...

B Then | subtracted the three zeroes, so
they’re two zeroes. [s. Abb. rechts]

L Ok...

B And then | subtracted those two zeroes,
and | made zero.

L Ok ... Did that require a lot of thinking, or
minimal thinking?
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B [Zeigt schmunzelnd mit Daumen und
Zeigefinger einen >Nullabstand<] Mini-
mal ...?

L  Yeah, and what do we want?

S [ReiBt die Arme weit auseinander und

lacht; s. Abb. rechts] Ha, a lot!

Yeah! - So, try again ...

~

Am weitaus haufigsten gefunden wurden Reprdsentanten fiir die Bedingung dquidistante
Grundsteine mit Abstinden >1 (63,3 %), gefolgt von gleichen Ecksteinen (25,5 %) vor aufein-
ander folgenden Zahlen (Abstand = 1) und - vermutlich lGberraschend - drei gleichen Grund-
steinen mit nur 5,5 %. Es gab klassische, erwartbare Muster bei den gewdhlten Zahlen in der
Grundreihe, ohne dass in irgendeiner Form vorher darauf hingewiesen wurde: Zehnerzahlen,
Einmaleinszahlen, groRe/kleine Zahlen. Und es gab aber auch >ungewdhnlichere< Muster,
z.B. Schrittfolgen aulRerhalb von und >neben< Einmaleinsreihen oder interessante Schrittwei-
ten wie z. B. [57]|84]|111] oder [1000(|50.000]/99.000], [1.000.000]|41.000.000| 81.000.000].

Die Produktion der Losungsblatter

erfolgte sehr zligig. Sobald einmal
ein Prinzip erkannt wurde, wurde es
immer und immer wieder mit ande-
ren Zahlen reproduziert (der ver-
standliche Reiz des Funktionierens).
Hier ist es ggf. sinnvoll, die Kinder
situativ darauf hinzuweisen, dass
einige Beispiele zu einer gefunde-
nen und gepriften Strategie geni-
gen, und dass man dann wieder
nach anderen Mustern Ausschau
halten sollte.

Lukas, Robin, Selle & David
(4. Kl.), aus: Bissinger 2005
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Forscherheft zum Forschungsauftrag:
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5 Forschungsauftrage mit Zahlenmauern

5.1 Fachliche Hintergriinde

Dem Format Zahlenmauer liegt folgende einfache Regel zu-
grunde: /n jedem Stein steht die Summe der beiden darunter arzbic | bszced
liegenden Steine. Je nachdem, ob und welche Werte in einer | atb | bec crd |
solchen Zahlenmauer vorgegeben/gesucht sind, erfordert das | . b A

Ausfillen Additionsaufgaben (Rechnen svon unten nach obenv)
oder Subtraktions- bzw. Ergdnzungsaufgaben (Rechnen svon oben nach untenx).

Die abgebildete allgemeine (algebraische) Form, die fiir die Klarung der Forschungsauftrage
hilfreich ist, macht u. a. deutlich, dass sich im Zijelstein Koeffizienten ergeben, die den Zah-
len des Pascalschen Dreiecks entsprechen (in der folgenden Ubersicht rechts):

Basissteine Zielstein Koeffizienten des Zielsteins
a 1-a 1
ab 1a+ 1b 1,1
a,b,c 1a+2:b+ 1c 1,2, 1
a,b,cd 1:a+3b+3c+1d 1,3,3,1
ab,cde 1a+4b+6c+4d+1e 1,4,6,4,1
a,b,cdef 1-a+5-b + 10-c + 10-d + 5-e + 1-f 1,5,10,10,5,1

Anders ausgedriickt: Die Zahlen einer Zeile im Pascalschen Dreieck entsprechen den Koeffi-
zienten der Binomischen Formeln:

(p+a)0 = 1

(p+a)l = p+q

(p+a)2 = p2 + 2pq + g2
(p+a)3 = p3 + 3p2q + 3pqg2 + g3

(p+a)4 = 1p4 + 4p3q + 6p2g2 + 4pq3 + 1q4
Insbesondere sind am Pascalschen Dreieck folgende Muster zu erkennen:

« Jede Zahl dieses Dreiecks ist gleich der Summe der beiden rechts und links Uber ihr ste-
henden Zahlen. Um die nachste Zeile zu gewinnen, fligt man zudem vorne und hinten je-
weils eine 1 an.

« Summiert man die Zahlen einer Zeile, so verdoppeln sich diese Zeilensummen fortlaufend:
Sie ergeben, bei 2° beginnend, aufsteigende Zweierpotenzen: 21, 22, 23, 24 23, ...
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Die formale Schreibweise mag den Eindruck entstehen lassen, dass diese Phanomene oder
Strukturen fur Grundschulkinder (noch) keine unterrichtliche Relevanz hadtten. Tatsdchlich
gibt es aber fir diese Altersstufe kindgerechte Lernumgebungen etwa zum Pascalschen
Dreieck (vgl. Gerdiken 2000; Gerdiken et al. 2000; Jager 1985; Schénwald 1986; Winter
1989). Unabhdngig davon ist es aber fiir Lehrpersonen (grundsdatzlich) als fachliches Hinter-
grundwissen fir die Unterrichts-Planung von Bedeutung, um das Potenzial einer Aufgaben-
oder Problemstellung vorab ausloten, adressatenbezogen ausschopfen und v. a. auch auf
unverhoffte Fragen der Kinder (z. B. nach sehr groRen Mauern) sinnvoll reagieren zu kénnen.

5.2 Die Forschungsauftrage

Drei Vorbemerkungen zu allen Forschungsauftragen:

Im Folgenden wird versucht, die einzelnen Auftrdge und ihr unmittelbares Umfeld inhalt-
lich aufzukldaren. Dies geschieht vergleichsweise weitgehend (vgl. die Anmerkungen dazu
in der Einfiihrung). Lediglich einzelne Facetten sind nur angedeutet und lhrer Eigenaktivi-
tat Uberlassen. AuRerdem bedeutet der jeweils dargestellte Argumentationsgang oder die
gewadhlte Darstellungsweise nicht, dass dies jeweils die einzigen Moglichkeiten waren. Die
Frage »Geht es auch anders?«, von Kiithnel als der Zauberstab des Lehrers bezeichnet, hat
also auch hier ihre Giltigkeit.

Bei der Erlauterung der Hintergriinde wird in unterschiedlichem AusmaR auch auf alge-
braische Darstellungen zuriickgegriffen. Diese ermoglicht z.B. ein Berechnen von Lo-
sungs-Anzahlen und entbindet damit vom aufwdndigen und langwierigen Aufschreiben
aller Einzelldsungen. Dieses Vorgehen ist i. d. R. noch nicht in der Reichweite von Grund-
schulkindern. Das bedeutet aber andererseits nicht, dass die Lésung den Kindern ver-
wehrt ware. Algebraisierendes Denken und formal-algebraische Notation oder Termum-
formungen sind zundchst einmal unabhdngige Qualitdten (vgl. Winter 1982, 196). Denn
es geht eben oft auch anders als formal-algebraisch, z.B. durch eine inhaltliche Argu-
mentation (vgl. Fischer/Hengartner 1999), die ja einen Zusammenhang strukturgleich und
nur in einer anderen Sprache ausdriicken kann, wie wir z. B. in 4.2.3 oder 5.2.6 gesehen
haben. In héheren Jahrgangsstufen kann natiirlich die formalere Vorgehensweise im Zu-
sammenhang mit der Einfihrung der Algebra zum Umgang mit Zahlenmauern genutzt
werden (vgl. Hefendehl-Hebeker 2001, Kopp 2001 & als PDF auf dieser CD, Miiller 2005 &
als PDF auf dieser CD).

Nicht zuletzt aber bedienen wir uns im Folgenden auch deshalb der Algebraisierung, weil
sie ein erforderliches und wichtiges Werkzeug fiir Lehrerinnen (auch der Grundschule) ist,
um die fachlichen Hintergriinde zahlreicher Lernumgebung fir sich selbst vorzuklaren.
Man braucht sie also nicht im Unterricht, aber fiir Unterricht. Und zwar nicht zuletzt aus
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Okonomie-Griinden: Denn niemand hat die Zeit, im Rahmen der Unterrichtsvorbereitung
stundenlang Zahlenmauern durchzuprobieren. Zumal dann evtl. immer noch nicht fest-
steht, ob man tatsdchlich alle Lésungen gefunden hat oder ob das Beobachtete nur durch
die zufidllige Auswahl der Beispiele zustande gekommen ist. Mit Hilfe der Algebra hinge-
gen lassen sich alle Forschungsauftrage und andere Fragen rund um Zahlenmauern meist
in wenigen Zeilen zuverldssig und vollstiandig aufklaren, wie die Darstellungen im Folgen-
den zeigen werden.

Zur Auswahl eines Forschungsauftrags:

Bei Klick auf den Auftragszettel wird zundchst der gesamte Auftrag inklusive aller Teil-
aufgaben angeboten. Hier kann dann durch erneuten Klick die gewiinschte Fragestellung
ausgewadhlt werden.

Auf der dann erscheinenden Bearbeitungsseite steht der Auftragstext in einer aus-/ein-
klappbaren Banderole am oberen Rand stets zur erneuten Einsicht oder Riickversicherung
bereit.

Einige Forschungsauftrage erscheinen mit automatisch gedffneter Banderole, da relevan-
te Informationen zur Bearbeitung die Kurzfassung textlich Gberladen hatten.

5.2.1 Forschungsauftrag 1: Decksteine treffen

Teilauftrag a:

Der Deckstein einer 3er-Mauer soll genau 20 ergeben. Findet dazu verschiedene Lésun-
gen und berichtet in eurem Forscherheft. Wie viele kénnt ihr finden?

Eine effiziente Strategie ist gewiss, die Mauer von oben nach unten zu betrachten, also vom
geforderten Ziel (Deckstein 20) auszugehen. Dieses sog. >Riickwartsarbeitenc ist eine klassi-
sche heuristische Strategie beim Problemldsen (vgl. Polya 1995). Als operationalisierte Auf-
gabe bedeutet das, zundchst alle zweigliedrigen Zerlegungen fiir die Zahl im Deckstein (hier
20) zu suchen. Oder anders ausgedriickt: Wie viele Belegungen gibt es fiir die mittlere Reihe
der 3er-Mauer?

Da der Deckstein vorgegeben ist, reicht fiir unsere Notation die Darstellung der Grund- und
der 2. Reihe aus. Es bietet sich an, die méglichen Zerlegungen (= Belegungen der 2. Reihe)
systematisch geordnet darzustellen - eine Vorgehensweise, die Vollstindigkeit garantieren
und das irrtimliche Vergessen einer Losung vermeiden hilft. Betrachten wir also zundchst
die Zerlegungen in der Abfolge (0/20), (1119), (2]/18), ..., (9]11), (10]10), dann ergeben sich
folgende Moéglichkeiten fiir die Grundreihe (in Klammern die jeweiligen Anzahlen):
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(1) () 3) 4) ... 9 (10)

Die ndchstfolgende Mauer mit der 2. Reihe (10]/10) hat 11 Lésungen. Ab (11]9) verlduft die
gesamte bisher betrachtete Abfolge analog, nur sriickwarts<. Da aber z.B. die Grundreihe
(210|18) als verschieden von (18|0]|2) gesehen werden kann, miissen diese vertauschten
Grundreihen als eigenstindige Losungen gezdhlt werden - es sei denn, man verabredet es
anders. Es gibt hier also in dieser Hinsicht kein absolutes Richtig oder Falsch, es hdngt je-
weils von den getroffenen Konventionen ab.

Die so nur exemplarisch und nicht vollstindig zu notierende Abfolge erlaubt es dennoch, die
Gesamtzahl moglicher Lésungen zu berechnen - ein Vorteil des Muster-Sehens!
A=1+2+3+..+9+10+11+10+9+...+3+2+1
In dieser Auflistung kann man erkennen, dass zweimal die aufeinander folgenden Zahlen von
1-10 vorkommen, plus die Mitte 11:
A=1+2+3+..4+9+10)+11+(10+9+ ... +3+2+1)
Die Summe aufeinander folgender natirlicher Zahlen (1+2+3+...4+n) nennt man in der Zah-

lentheorie Dreieckszahlen, weil sie sich (z.B. mit Wendepladttchen) als gleichseitiges Dreieck
anordnen lassen (vgl. die folgenden Projekt-Logos von mathe 2000 oder TAL).

mathe 2000 (IEEM/Universitat Dortmund) TAL (Freudenthal Inst./Universitat Utrecht)
@
& o0
. . 000
0000
000 o.o.o
0000 e
4. Dreieckszahl Summe aus 3. und 4. Dreieckszahl = 4. Quadratzahl
D,) (D; + D, =Q,)

Dreieckszahlen kommen sehr haufig in der (Grundschul-)Mathematik als >Hintergrundstruk-
tur< vor und stellen einen Vertreter der sog. figurierten oder geometrischen Zahlen dar (vgl.
Baireuther 1997; Engel 1990; Steinbring 2005; Steinweg 2001 & 2002). Der o. g. Zusam-
menhang erscheint z. B. als explizites Unterrichtsbeispiel im Zahlenbuch fir die 2. Klasse
(Wittmann/Miiller 2004, 101), wo untersucht werden soll, warum sich aus der Summe be-
nachbarter Dreieckszahlen stets Quadratzahlen ergeben (vgl. Krauthausen 1998, 130 f.).
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In der griechischen Zahlentheorie hatten diese figurierten Zahlen eine groRe Bedeutung.
Wohl jedem Erwachsenen (und auch bereits Grundschiilern) sind die Quadratzahlen ein Be-
griff, die sich, wie der Name sagt, als quadratisches Punktmuster darstellen lassen. Sie sind
ebenfalls ein Vertreter der figurierten Zahlen, aber eben beileibe nicht der einzige (vgl.
Steinbring 1997, Conway 1997; KieRwetter/Rehlich 1990). Figurierte Zahlen sind insgesamt
ein ertragreiches Feld fiir substanzielle Lernumgebungen (vgl. Krauthausen 1998, 130 ff.).

Doch zuriick zum Forschungsauftrag: Einfacher als durch Aufsummieren, was bei groRerem
n recht unhandlich wird, kann man die Summe nach der Summenformel fiir Dreieckszahlen
berechnen (zum Zustandekommen vgl. ebd.): n- (n+1) : 2
Und da wir die Summe der Zahlen von 1-10 zweimal vorliegen haben, bendtigen wir zweimal
die 10. Dreieckszahl D,,, plus die >Mitte< 11, allgemein:
10-(10+1
2-M+11 -10-11+11 =11°> = 121 3er-Mauern mit Deckstein 20

Man kann das Ganze aber auch analog zum TAL-Logo (s. vorige Seite) so deuten, dass man
die Summe der 10. und 11. Dreieckszahl benétigt. Allgemein gilt dann:

n-(n-1) nn+l
Dn_1+Dn= 5 +X— 5 =n

Und fiir unser Beispiel:
10-11 11-12

+ -11-11=112
2

Do +Dyq; =

Fur Grundschulklassen findet sich der Zusammenhang z. B. im Aufgabenbeispiel treppauf-
treppab, welches fortlaufend Quadratzahlen produziert :

1+2+1=
1+2+3+2+1=
1+2+3+4+3+2+1=
1+2+3+4+5+4+3+2+1=

usw.

Teilauftrag b:

Probiert es auch mit 4er-Mauern und selbst gewéhlten Decksteinen (z.B. 50 oder 100).

Bereits beim Teilauftrag a kann man sehen, dass es nicht nétig ist und auch sehr aufwandig
wadre, alle moglichen 3er-Mauern zum Deckstein 20 explizit zu notieren. Der Teilauftrag b
macht dies noch starker deutlich (er fordert daher auch nur zum Finden verschiedener L6-
sungen auf), da sich bei 4er-Mauern die Anzahlen sprunghaft erhdhen.
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Aber natirlich hilft die Algebraisierung der Fragestellung wieder der Lehrperson, auch fir
Fragen der Kinder nach anderen Decksteinen gewappnet zu sein, denn wenn sich Kinder an
den 2. Teilauftrag heran machen, dann wollen sie hinterher von der Lehrperson vielleicht
nicht nur wissen, wie viele Losungen denn (theoretisch) noch fehlen wiirden, sondern u. U.
auch, wie viele es denn bei viel groReren Zielzahlen sein wiirden.

Bliebe man bei 3er-Mauern und wiirde man hier lediglich groRere Decksteine vorgeben,
dann besteht das o. g. Muster natiirlich fort - vorausgesetzt man hat es mit geradzahligen
Decksteinen zu tun:

Deckstein | Mittlere Mauer M Anzahl der Lésungen
20 10|10 2 -Dp+ M+l =(M+1)2=11°= 121
50 2525 2 - Dys + M+1 = (M+1)? = 26° = 676
100 50(50 2 - Dy + M+1 = (M+1)2 = 512 = 2601

Uberlegen Sie selbst: Wie verhilt es sich, wenn als Deckstein eine ungerade Zahl gewaihlt
wird?

Kann es also bei Teilauftrag a noch Sinn machen, die Aufforderung, verschiedene Lésungen
zu finden, noch so auszuschopfen, dass man (dann verabredungsgemaR beschriankt auf die
natirlichen Zahlen) alle finden soll (s. 0.), wie das bei der Erprobung einige 2. Klassen be-
reits erfolgreich getan haben, so ist das bei Teilauftrag b in der Weise weder erwartet noch
sinnvoll. Hier ist bereits das Ziel der Aufgabenstellung erreicht, wenn das prinzipielle Muster
strukturell erkannt und dargestellt, und daraus folgernd die enorm groRe Lésungsanzahl be-
grindet wurde. Leistungsstarke Schiilerinnen mdégen aber durchaus an die Aufgabe gehen,
eine allgemeine Berechnungsmadglichkeit wie etwa in obiger Tabelle zu finden.

5.2.2 Forschungsauftrag 2: GroRter/kleinster Deckstein

Teilauftrag a:

Sucht euch vier beliebige Zahlen aus. Bildet damit verschiedene Grundreihen von 4er-
Mauern. Wie erhdlt man den gré8ten und wie den kleinstmdglichen Deckstein?

Teilauftrag b:

Probiert es auch mit drei Zahlen in 3er-Mauern oder fiinf Zahlen in 5er-Mauern.

Zur allgemeingiiltigen Beantwortung der Frage bei 4er-Mauern (Teilauftrag a) ist es hilfreich,
sich die algebraische Darstellung einer 4er-Mauer anzusehen. Da in der Grundreihe beliebi-
ge Zahlen stehen diirfen, belegen wir diese mit a, b, c und d. Das regelkonforme Berechnen
der weiteren Mauernsteine fiihrt zu einem Deckstein, der immer die allgemeine Form a + 3b
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+ 3¢ + d hat. Bis hierher ist das schlichte Rechenarbeit.

Doch nun geht es darum, den algebraischen Term zu prt3b+3ctg
interpretieren (eine wichtige Kompetenz, weiter rei- a+2b+c|b+2c+d
chend als die rein formalistische Beherrschung von atb | b+c | c+d L
Termumformungsregeln): Welche Informationen lassen 3 b p L d

sich daraus entnehmen? Fir die vorliegende For-

schungsfrage dies:

Um in einer 4er-Mauer den groRtmoglichen Deckstein zu erhalten, miissen die beiden
groRten der gewdhlten Grundreihen-Zahlen auf die Positionen b und c (egal in welcher
Abfolge) platziert werden, da diese Werte dreifach in den Deckstein eingehen. Entspre-
chend gilt:

Um in einer 4er-Mauer den kleinstmoglichen Deckstein zu erhalten, missen die beiden
kleinsten der gewdhlten Grundreihen-Zahlen auf die Positionen b und c (egal in welcher
Abfolge) platziert werden, da diese Werte dreifach in den Deckstein eingehen.

Auch filr spatere Forschungsauftrdge greifen wir wieder auf die o. g. bzw. die folgende Dar-
stellung zuriick, weil sie auch dort Fragen beantworten kénnen ... Doch betrachten wir hier
noch das Vorgehen fiir den Teilauftrag b, und schauen wir uns dazu die allgemeine Struktur

von 3er- bzw. 5er-Mauern an:

a+4b+8c+
4d+e
a+3b+3cﬂb+3c+3d+e
a+2b+c |b+2c+d |ct2d+e
atb | b+c a+b b+c ctd d+e
[alb] c] a | b [ < fd | e
3er-Mauer 5er-Mauer

Folglich gilt:

Um in einer 3er-Mauer den groRtmoglichen Deckstein zu erhalten, muss die grofte der
gewadhlten Grundreihen-Zahlen auf die mittlere Position b platziert werden, da dieser Wert
doppeltin den Deckstein eingeht. Entsprechend gilt:

Um in einer 3er-Mauer den kleinstmoglichen Deckstein zu erhalten, muss die kleinste der
gewadhlten Grundreihen-Zahlen auf die mittlere Position b platziert werden, da dieser Wert
doppeltin den Deckstein eingeht.

Um in einer 5er-Mauer den groRtmoglichen Deckstein zu erhalten, muss die grofte der
gewdhlten Grundreihen-Zahlen auf die mittlere Position ¢ platziert werden (geht achtfach
in den Deckstein ein), die beiden nachstgroRten Zahlen mussen auf die Positionen b und
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d (gehen vierfach in den Deckstein ein), und die beiden kleinsten Zahlen gehéren auf die
AuRenpositionen a und e (gehen einfach in den Deckstein ein). Entsprechend gilt:

¢ Um in einer 5er-Mauer den kleinstmoglichen Deckstein zu erhalten, muss die kleinste der
gewdhlten Grundreihen-Zahlen auf die mittlere Position ¢ platziert werden (geht achtfach
in den Deckstein ein), die beiden nachstkleinsten Zahlen missen auf die Positionen b und
d (gehen vierfach in den Deckstein ein), und die beiden gréRten Zahlen gehoren auf die
AuRenpositionen a und e (gehen einfach in den Deckstein ein).

5.2.3 Forschungsauftrag 3: Grundsteine vergroRern/verkleinern

Teilauftrag a:
VergréBert oder verkleinert bei 3er-Mauern einen Eckstein der Grundreihe um 1.

Teilauftrag b:
VergréBert oder verkleinert bei 3er-Mauern den inneren Stein der Grundreihe um 1.

Teilauftrag c:
VergréBert oder verkleinert bei 4er-Mauern einen Eckstein der Grundreihe um 1.

Teilauftrag d-:
VergréBert oder verkleinert bei 4er-Mauern einen inneren Stein der Grundreihe um 1.

Was geschieht mit dem Deckstein? Erkldrt in eurem Forscherheft, warum das so sein
muss.

Bestimmte Grundsteine um (zundchst!) 1 zu vergroRern oder zu verkleinern, stellt ein klassi-
sches operatives Vorhaben gemaR der Kurzcharakterisierung des operativen Prinzips dar -
Objekt, Operation, Wirkung (vgl. Wittmann 1985): Auf bestimmte Objekte (hier: Grundreihen
von Zahlenmauern) wird mehrfach eine Operation angewendet (hier: wiederholtes Vergro-
Rern/Verkleinern um einen bestimmten Wert), um die daraus resultierende Wirkung zu be-
obachten und zu beschreiben (und wenn maoglich auch zu begriinden).

Auch bei diesem Forschungsauftrag kénnen konkrete Beispiele belegen, was die algebrai-
sche Form der entsprechenden Zahlenmauern allgemein besagt:

a+2b+clb+2c+d

atb | b+c [ a+b I b+c f ct+d L
[alb] c] [alb] cfd]
3er-Mauern 4er-Mauern
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e Wird in einer 3er-Mauer ein Eckstein der Grundreihe um 1 (generell n) vergroRert bzw.
verkleinert, dann wird auch der Deckstein um 1 (bzw. n) groRer bzw. kleiner, da die Posi-
tionen a und c jeweils einfach in den Deckstein eingehen.

e Wird in einer 3er-Mauer der mittlere Stein der Grundreihe um 1 (generell n) vergroRert
bzw. verkleinert, dann wird der Deckstein um 2 (bzw. 2n) groRer bzw. kleiner, da die Po-
sition b doppeltin den Deckstein eingeht.

* Wird in einer 4er-Mauer ein Eckstein der Grundreihe um 1 (generell n) vergroRert bzw.
verkleinert, dann wird auch der Deckstein um 1 (bzw. n) groRer bzw. kleiner, da die Posi-
tionen a und c jeweils einfach in den Deckstein eingehen.

¢ Wird in einer 4er-Mauer einer der beiden mittleren Steine der Grundreihe um 1 (generell
n) vergroRert bzw. verkleinert, dann wird auch der Deckstein um 3 (bzw. 3n) groRer bzw.
kleiner, da die Positionen b und c jeweils dreifach in den Deckstein eingehen.

Fur jede MauerngroRe ldsst sich also an der algebraischen Form des Decksteins ablesen und
begriinden, welche Effekte operative Variationen in der Grundreihe nach sich ziehen. Wir ha-
ben hier, liber die Aufgabenstellung dieses Forschungsauftrags hinaus, nicht nur die Variati-
on um 1, sondern auch um den allgemeinen Wert n mit beriicksichtigt, weil dieser spater im
Forschungsauftrag 7 relevant werden wird (s. 5.2.7; zur inhaltlich anschaulichen Erkldarung
vgl. 4.2.2 sowie Affolter et al. (2001), S. 158 f., als PDF auf dieser CD). Und die algebraische
Form des jeweiligen Decksteins auch fiir groRere Zahlenmauern lasst sich, wie in Abschnitt
5.1.1 gezeigt wurde, mit Hilfe der Binomialkoeffizienten ermitteln.

5.2.4 Forschungsauftrag 4: Besondere Grundsteine

Teilauftrag a:
Untersucht 4er- u. 5er-Mauern, in deren Grundreihen immer nur gleiche Zahlen stehen.

Was fallt euch auf?

e | I[T]

SBISBJ

4a 4aL da da 4al
22 | 2 | 2 | lz'ajzla{‘}alz”
2 a a2 ] 2] 2] =]3=2]~2]

Da benachbarte identische Steine bei Summierung zu einer Verdopplung im Stein dartber
fiihren, haben wir es von Zeile zu Zeile von unten nach oben mit einer fortlaufenden Ver-
dopplung zu tun. Anders ausgedriickt: Die Koeffizienten in den einzelnen Zeilen entsprechen
der Folge der Zweierpotenzen (vgl. 4.2.4):
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Grundreihe: 2°

2. Zeile: 21
3. Zeile: 22
4. Zeile: 23
n. Zeile: 21!

Teilauftrag b:
Untersucht 4er-Mauern, in deren Grundreihen nur Zahlen aus der gleichen Einmaleins-
reihe (ab der 2er-Reihe) stehen.

Was fallt euch auf?

Dazu eine Vorbemerkung: Im Hinblick auf korrekte Schlussfolgerungen ist es hier wie auch
an anderer Stelle sinnvoll, dass das Programm die Einhaltung der aufgabenspezifischen Vor-
gaben prift, bevor weiter gearbeitet werden kann. Im Teilauftrag (a), wo identische Werte
gefordert sind, stellt das Programm das sicher, indem es automatisch die Werte gemaR der
ersten Eingabe einsetzt. (Im 9. und 10. Forschungsauftrag, wo fortlaufende Zahlen gefordert
sind, wird analog verfahren.) Beim hier vorliegenden Teilauftrag (b) aber ist nicht schon nach
der ersten Eingabe entscheidbar, welche Einmaleinsreihe gemeint ist. Dazu bedarf es weite-
rer Eingaben und ggf. entscheidet es sich erst beim letzten Wert.

Es wurden nun drei Konventionen getroffen:

1. Fur Grundreihenzahlen wird hier unter >Einmaleinsreihe« die auf das Zehnfache begrenzte
Vielfachenmenge verstanden, also das sog. kleine Einmaleins, wie der Begriff den Kindern
im 2. Schuljahr zundchst vertraut ist.

2. Die Einer-Reihe wird hier ausgeschlossen, weil ansonsten jede Zahl/ bis 20 eingesetzt
werden kénnte. Das wdre zwar nicht prinzipiell abzulehnen, das Programm kann aber
dann keine zuverldssige Prifung im o. g. Sinne vornehmen. Wiirden z. B. bei einer inten-
dierten 2er-Reihe die Zahlen 8, 2, 4 und (irrtiimlich) 7 eingegeben, dann entsprache das
nicht der Bedingung 2er-Reihe, wiirde aber vom Programm als ein Fall der Einer-Reihe
akzeptiert. Abgesehen von diesem eher technisch bedingten Grund wird aber auch das
Muster, auf das es hier ankommt, bei der Einer-Reihe weniger transparent. Zuldssig ein-
setzbar sind also hier nur Zahlen der 2er-Reihe bis 10er-Reihe.

3. Die unter 1. genannte Beschrinkung bedeutet ausdriicklich nicht, dass der allgemeine
Begriff der Vielfachenmenge aufen vorbleiben sollte - im Gegenteil: Der Forschungsauf-
trag ist eine gute Gelegenheit, den Unterschied zwischen den (begrenzten) Reihen des
sog. kleinen Einmaleins und der (unbegrenzten) Menge der Vielfachen einer Zahl heraus-
zuarbeiten!

Doch nun zum beobachtbaren Muster:
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Stehen in einer Grundreihe

ausschlieRlich  Zahlen der 4913384

gleichen Einmaleinsreihe,

dann sind in der Grundreihe | 21 | 28 [ 56 | fmem - 7[n+0)-7[ 0+p) 7]
alle Zahlen von 1-A bis 10-A [ 14 l i J 21 L . J Lm-?Ln-?J -7 [ p-7J

zuldssig (vgl. in der folgen-

den Abb. das Beispiel fir A = 7 = Zahlen der 7er-Reihe sowie algebraisch). Allgemeiner: Das
A kann bei einer 4er-Mauer jeweils mit dem Faktor m, n, o, p, g versehen sein, wobei diese
Variablen jeweils zwischen 1 und 10 liegen mussen. Fir das Aufaddieren benachbarter Stei-
ne fuhrt das stets auf einen Term der Gestalt m- A + n- A, aus dem sich immer das A aus-
klammern lasst, zu (m+n) - A. Das wiederum bedeutet, dass wir es stets mit einem A-Fachen
zu tun haben, sprich: mit einem Vielfachen von A. Dieses Vielfache kann innerhalb oder au-
Rerhalb der kleinen Einmaleinsreihe mit A liegen, je nachdem, wie groR die Ausgangszahlen
gewadhlt wurden und wie hoch die Mauer ist. Auch daraus ergibt sich die Moéglichkeit, das
Begriffsverstandnis auf Vielfachmengen auszudifferenzieren.

D.h. zusammenfassend: Stehen in der Grundreihe ausschlieBlich Zahlen aus der gleichen
Reihe des kleinen Einmaleins mit A, dann stehen auch in allen anderen Steinen stets nur
Zahlen aus der gleichen Reihe des kleinen Einmaleins mit A (wenn das Zehnfache von A nir-
gendwo Uberschritten wird) bzw. allgemeiner: aus der Vielfachenmenge von A.

5.2.5 Forschungsauftrag 5: Steine ausgleichen

Teilauftrag a:

Berechnet eine eigene 4er-Mauer. AnschlieBend wird automatisch der mittlere Mauern-
stein um 1 vergréBert.

Welche anderen Steine miisst ihr nun verdndern, damit alle Rechnungen in der Mauer
wieder stimmen?

Katja sagt: »Da gibt es aber verschiedene Méglichkeiten.« - Kénnt ihr Katja helfen?

GemdR der vernetzten Abhdngigkeitsbeziehungen aller Steine einer Zahlenmauer hat die
Verdnderung eines einzelnen Steines, v. a. wie hier des Mittelsteines, ganz erhebliche >Fern-
wirkungenc«. Es ist nicht moglich, allein durch Angleichen eines einzigen Wertes die Stérung
zu reparieren, weil durch dieses Angleichen wiederum weitere Abhdngigkeitsverhdltnisse
tangiert werden.

Und in der Tat ist Katjas Behauptung korrekt, es gibt hier sehr viele Méglichkeiten. Weit star-
ker als bei anderen Forschungsauftragen ist also hier tatsachlich das Probieren erforderlich.
Und dass das Probieren hier durchaus normal ist und keinen Grund zur Verzweiflung dar-
stellt, sollte den Lernenden als Botschaft auch vermittelt werden. Es kann hier nicht in der
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gleichen Weise so systematisch vorgegangen werden wie etwa bei einigen anderen For-
schungsauftragen mit klaren Fallunterscheidungen oder sukzessiven Eingrenzungen. Hier
soll man sich durch diverse Versuche ein Geflihl fiir das Verhalten der Struktur aneignen.

Noch zugespitzter stellt sich das Problem dann im Teilauftrag (b) dar, wo nicht nur die Mau-
er in sich stimmig gemacht werden soll, sondern die zusatzliche Bedingung gefordert wird,
dass dabei der Deckstein gleichwohl der alte bleiben soll.

Teilauftrag b:

Kénnt ihr die Steine auch so verdndern, dass der Deckstein trotzdem der gleiche bleibt
wie zuvor bei der Ausgangsmauer?

Es ldsst sich hier keine einfache algebraische Lésung fiir die Anzahl von Lésungen angeben.
Von daher stehen das strategische Vorgehen und das Beobachten der Effekte gewisser
Schiebe-Aktionen bzw. Verdnderungen einzelner Steine im Vordergrund und nicht das Auf-
finden >aller< L6sungen.

5.2.6 Forschungsauftrag 6: Gerade und ungerade Decksteine

Die Erkundungen der einzelnen Teilauftrdge werden durch »virtuelle< Kinder und ihre Be-

hauptungen begleitet. Diese gilt es zu Uberprifen, wobei mit folgenden Fillen gerechnet

werden muss:

e Die Behauptung ist zutreffend und vollstindig und zu verifizieren (ihre Richtigkeit zu
begriinden).

¢ Die Behauptung ist unzutreffend und - ggf. reicht dazu ein Gegenbeispiel - zu falsifizie-
ren (ihre Falschheit zu begriinden).

¢ Die Behauptung ist zutreffend, aber unvollstandig und zu verifizieren sowie zu komplet-
tieren.

Dieses Spektrum der virtuellen Behauptungen mit der zundchst bestehenden Unklarheit,

welcher Fall denn nun konret vorliegt, ist beabsichtigt, weil eine kritische Fragehaltung auf

der Basis eigener Uberzeugungen statt voreilige Gutgldubigkeit geférdert werden soll. Es

sollen also auch fragwiirdige Gewohnheiten auf den Kopf gestellt werden wie z. B.:

« Wenn die Lehrperson nach einer weiteren Lésung fragt, dann gibt es auch definitiv eine
solche (denn sonst wiirde sie nicht fragen).

« Wenn die Lehrperson noch einmal nachfragt, dann muss etwas falsch gewesen sein (denn
sonst hdtte sie es akzeptiert und ware weiter gegangen).
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Teilauftrag a:

In einer 3er-Mauer soll im Deckstein eine gerade Zahl stehen.

Maike sagt: »Dann miissen alle Grundsteine gerade sein.« Hat Maike Recht?

Mehmet vermutet: »Genau ein Grundstein darf auch ungerade sein. Ich bin nur noch nicht
sicher, welcher.« Kénnt ihr ihm helfen?

Maikes Behauptung, dass dann alle Grundsteine gerade sein miissen, lasst sich an konkreten
Zahlenbeispielen, aber auch allgemeingiiltig zeigen (s. u.). Dieser Forschungsauftrag ist also
auch dazu geeignet, die Begriffsbildung bzgl. gerader und ungerader Zahlen zu stabilisieren
und zu fordern. Ein entsprechendes Verstiandnis sollte nicht nur auf der formalen Ebene vor-
handen sein (»Gerade Zahlen kann man durch 2 teilen, ungerade nicht.«), sondern auch er-
klart bzw. begriindet werden kénnen. Dazu ist folgender mathematische Hintergrund rele-
vant:

Die Summe zweier gerader Zahlen ergibt stets eine gerade Zahl. Diese elementare Regel
lasst sich bereits auf dem Niveau von Erstkldsslern inhaltlich-anschaulich begriinden, so
dass die Kinder es nicht nur >glauben< miissen oder an endlich vielen konkreten Beispielen
zutreffen sehen: Gerade Zahlen lassen sich stets als Doppelreihe darstellen (s. folgende Abb.
sowie die Abb. von Melanie & Angelina in 4.2.6). Und wenn man zwei solcher Doppelreihen
zusammenschiebt (addiert), dann ergibt sich zwangsldaufig wieder eine Doppelreihe, also
eine gerade Zahl:

eee eece
ese — eee
Zeilenlange m Zeilenldange n

22m+2-n=2- (m+n)

Die Punkte zwischen den beiden Doppelreihen deuten an, dass beide Zahlen beliebig groR
sein diirfen (die Doppelreihe also beliebig lang), es dndert nichts am genannten Sachverhalt.
Durch den Beleg der Fortsetzbarkeit ist dieser inhaltlich-anschauliche Beweis auch allge-
meinglltig (vgl. Krauthausen 2001). Er entspricht vollig dem entsprechenden algebraischen
Beweis unterhalb der Skizze, er erfolgt lediglich in einer anderen >Sprache« Zwei Reihen
(Doppelreihe) der Linge m plus zwei Reihen (Doppelreihe) der Lange n ergibt wieder eine
Doppelreihe (also eine gerade Zahl!), und zwar der Ldnge m+n. Wenn die Kinder gleich von
der 1. Klasse an Wendeplittchen, Punktmuster, Cuisenaire-Stibe o. A. nicht nur als Rechen-
hilfsmittel, sondern auch in ihrer Funktion als Argumentations- und Beweismittel kennen
lernen (vgl. Krauthausen/Scherer 2003, 226 ff.), dann wird das inhaltlich-anschauliche Be-
grinden sehr bald ein machtiges Werkzeug des Mathematik-Treibens, wie es das wie fol-
gende Dokument einer Zweitkldsslerin zeigt:
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Analog gilt: Die Addition einer ungeraden und einer geraden Zahl ergibt stets eine ungerade
Zahl, weil an der Nahtstelle eine Licke bleibt:

[ X 1] [ X T ]
YY) I I YY)
2m + 2n + 1

=2n+2m+1=2- (im+n) +1=2r+ 1

Also: Eine Doppelreihe (Ldnge r = m+n) plus eine >Nase«.

Analog gilt: Die Addition zweier ungerader Zahlen ergibt stets eine gerade Zahl:

eee | eee
eee < > | YY)
2n + 1 + 2m + 1

=2n+2m+2=2- (m+n+1)

Also: Eine Doppelreihe (der Ldnge m+n+1)

Mit diesem Vorverstandnis ldasst sich nun Maikes Behauptung
l——gL—;l?_—;__) (s.0. Forschungsauftrag), der Deckstein wiirde gerade, wenn alle
L g l g j g l Grundsteine gerade wdren, in einer allgemeingiltigen Mauer (mit
g fur gerade) Uberprifen und verifizieren, denn sie hat erst ein-
mal Recht.

Allerdings stellt ihre Behauptung noch nicht die ganze Wahrheit dar. Es gibt noch eine ande-
re Konstellation, die ebenfalls zu einem geraden Deckstein fiihrt, namlich die Grundreihe
[glulg]. Sie flihrt in der 2. Reihe zu zwei ungeraden Zahlen, deren Addition wiederum im
Deckstein zu der geforderten geraden Zahl fuhrt. Und das ist gerade auch jener Fall, der
Mehmets Vermutung konkretisiert: Ja, ein Grundstein darf auch ungerade sein, es muss dann
aber zwingend der mittlere Stein der 3er-Mauer sein!

Aber auch mit den Behauptungen von Maike und Mehmet ist der Teilauftrag noch nicht aus-
geschopft: Diese virtuellen Argumentatoren sollen ja dazu anregen und ermutigen - hier wie
in anderen Fillen - den kompletten Losungsraum zu untersuchen. Und so gibt es im vorlie-

Krauthausen, Gunter (2006): ZAHLENFORSCHER. Didaktische Handreichung S. 115



Didaktische Handreichung

genden Fall noch zwei weitere prinzipielle Grundreihen, die beide ebenfalls die geforderte
Bedingung nach einem geraden Deckstein erfiillen. Es sind dies:

* Alle Zahlen der Grundreihe ungerade: Das fihrt in der 2. Zeile zu ausschlieRlich geraden
Zahlen und das wiederum zu einem geraden Deckstein.

e Zwei Zahlen, und zwar genau die beiden Ecksteine sind ungerade: Das fiihrt in der 2. Zeile
zu zwei ungeraden Zahlen, die wiederum einen geraden Deckstein ergeben.

Teilauftrag b:

In einer 3er-Mauer soll im Deckstein eine ungerade Zahl stehen.

Lisa meint: »Genau ein Grundstein darf ungerade sein, egal welcher.« Hat Lisa Recht?
Linus behauptet: »Alle Grundsteine miissen ungerade sein.« Uberpriift seine Behauptung.

Lisas Behauptung, dass ein beliebiger Grundstein ungerade sein darf, ist falsch, denn es
muss dann zwingend ein Eckstein sein, denn wie wir oben gesehen haben, fihrt die Grund-
reihe [g|lulg] zu einem geraden Deckstein.

Und wenn Linus behauptet, dass auch drei ungerade Grundsteine zu einem ungeraden Deck-
stein fihren wiirden, dann ist dies eine klare Falschaussage (vgl. ebenfalls Teilauftrag (a)).

Bei 3er-Mauern gibt es fiir ungerade Decksteine nur den einen Fall, dass einer der beiden
Ecksteine ungerade sein muss.

Teilauftrag c:
In einer 4er-Mauer soll im Deckstein eine gerade Zahl stehen.
Rosalie behauptet: »Das geht nur, wenn alle Grundsteine gerade sind.« Hat Rosalie Recht?

Marco vermutet, dass es auch anders geht. Uberpriift seine Vermutung.

Rosalie behauptet, dass dazu alle Grundsteine gerade sein miissen. Diese Behauptung ist,

wie sich an der Grundreihe [glglglg] leicht nachvollziehen ldsst, richtig - allerdings nicht er-

schopfend, da es noch weitere Fille gibt. Auf diese zielt Marcos Vermutung. Insgesamt er-

fillen folgende Fille die Bedingung:

¢ Alle Grundsteine gerade (Rosalies Behauptung): [glglglg]

e Alle Grundsteine ungerade: [u|u|ulul]

e Genau zwei beliebige Grundsteine ungerade: [u|lglulg] oder [g|ulglu]l oder [g|ululg]
oder [ulg|g|u] oder [g]|g|ulu] oder [ululglg].

Teilauftrag d-:
In einer 4er-Mauer soll im Deckstein eine ungerade Zahl stehen.
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Jens meint: »Wenn nur die beiden inneren Grundsteine ungerade sind, dann geht es.« Hat
Jens Recht?

Tanja behauptet: »Ein ungerader Grundsteine geniigt, egal welcher.« Uberpriift Tanjas
Behauptung.

Sind die beiden inneren Grundsteine ungerade, dann flhrt dies, anders als Jens behauptet,
zu einem geraden Deckstein. Tanja hingegen hat Recht, was den Fall eines ungeraden
Grundsteins betrifft. (Finden Sie die dazugehdrenden Méglichkeiten fiir die Grundreihe?).

Es gibt allerdings auch noch den Fall mit drei ungeraden Grundsteinen. Suchen Sie auch hier
selbst die moglichen Verteilungen! Und lberpriifen Sie, dass es mit zweij ungeraden wirklich
nicht geht, auch wenn man die Bedingung von Jens auBer Acht ldsst ...

5.2.7 Forschungsauftrag 7: Neue Decksteine

Teilauftrag a:

Berechnet zundchst eine eigene 3er-Mauer. Verdndert die Grundreihe jetzt so, dass der
Deckstein um 7 gréBer wird.

Gibt es dazu verschiedene Méglichkeiten? Kénnt ihr es in méglichst wenigen Versuchen
schaffen?

Reni kennt einen Trick: Sie schafft es sofort im 1. Versuch, die Grundreihe passend zu
verdndern. Findet ihr auch den Trick?

Dieser Forschungsauftrag greift auf Erfahrungen zuriick, die im
Forschungsauftrag 3 gesammelt werden konnten. Dort wurden :
die Effekte operativer Variationen diverser Grundsteine durch das atb | bic
VergroRern bzw. Verkleinern um 1 erkundet (vgl. 4.2.1), wobei L a ]~ b J ¢ j
aber die allgemeine Variation um n dort auch schon in den Blick genommen wurde. Basie-
rend auf der abgebildeten allgemeinen Form einer 3er-Mauer haben wir dort gesehen:

e Wird in einer 3er-Mauer ein Eckstein der Grundreihe um n vergroRert bzw. verkleinert,
dann wird auch der Deckstein um n groRer bzw. kleiner, da die Positionen a und c jeweils
einfach in den Deckstein eingehen.

* Wird in einer 3er-Mauer der mittlere Stein der Grundreihe um n vergréBert bzw. verklei-
nert, dann wird der Deckstein um 2n groRer bzw. kleiner, da die Position b doppeltin den
Deckstein eingeht.

Diese Gegebenheiten kann man nun hier nutzen, um sich an die geforderte Verdnderung um
+7 bzw. -10 >heranzuschleicheng, also z.B. durch siebenmaliges Erhéhen eines Ecksteine um
1 (die behutsame Strategie) oder durch gleichzeitiges Erhohen des Mittelsteins um 3 und ei-
nes Ecksteins um 1 usw. Hier kénnen alle Kinder einen oder mehrere Wege finden.
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Der sgeheimnisvolle« Trick, den Reni bzw. Methim andeuten, soll natiirlich nicht auf der
bloBen Trick-Ebene stehen bleiben, denn die Kinder sollen die Mathematik durchschauen
und sie nicht mit Tricks im Sinne von unerkldrbaren Zaubereien assoziieren!

Was Reni oder Methim also im Hinterkopf haben, ldsst sich als eine weiter entwickelte Stra-

tegie des schrittweisen Anndhern (operatives Verandern) aufkldaren: lhr Vorgehen basiert auf

dem Vorwissen um die o. g. (und in Forschungsauftrag 3 zu erkundenden) Effekte der Ver-

anderungen gewisser Grundsteine. Die geforderte VergroRerung bzw. Verkleinerung in ei-

nem Schritt zu vollziehen, lauft auf die Frage hinaus, wie sich

* eine VergroRerung des Decksteins um 7 aus ler- und/oder 2er-Schritten zusammenbau-
en lasst (Teilauftrag a),

* eine Verkleinerung des Decksteins um 10 aus ler- und/oder 2er-Schritten zusammen-
bauen ldsst (Teilauftrag b).

Wir deuten hier nur einige Méglichkeiten an, denn es gibt derer ja eine Fiille. Fir die Notati-

on benutzen wir die aus der o. g. allgemeinen Mauerndarstellung gewohnten Bezeichnungen

(fir den mittleren Grundstein = b und die beiden Ecksteine = a, ¢). Fur Teilauftrag (a) gibt es

also z.B. folgende Optionen:

* b £0 und gleichzeitig a: +4 und c: +3 (oder umgekehrt - sowie alle zweigliedrigen Zerle-
gungen der 7 gemaR Konstanzsatz)

e b: +1 und gleichzeitig a: +3 und ¢ +2 (oder umgekehrt - sowie ...)

¢ b: +2 und gleichzeitig a: +2 und ¢ +1 (oder umgekehrt - sowie ...)

e b: +3 und gleichzeitig a oder ¢ +1

* b +4 und gleichzeitig a oder ¢ -1

Entsprechend, und das macht die Vielzahl der Losungsmadglichkeiten aus, kann man b auch
verkleinern und trotzdem durch entsprechende Erhéhungen von a und/oder ¢ unter dem
Strich auf eine VergroRerung des Decksteins um 7 kommen. Entsprechendes gilt fir die Ver-
kleinerung um 10:

Teilauftrag b:

Berechnet zundchst eine eigene 4er-Mauer. Verdndert die Grundreihe jetzt so, dass der
Deckstein um 10 kleiner wird.

Gibt es dazu verschiedene Méglichkeiten? Kénnt ihr es in méglichst wenigen Versuchen
schaffen?

Methim hat einen Trick: Er schafft es sofort im 1. Versuch, die Grundreihe passend zu
verdndern. Vergleicht mit dem Trick aus Aufgabe a.
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Zu diesem Teilauftrag (b) ist jedoch noch eine zusatzliche Kommentierung erforderlich: Je

nachdem, wie die Grundreihe konstruiert wird, sind gewisse Verdnderungen u. U. nicht mehr

moglich - jedenfalls nicht mehr im Bereich der natiirlichen Zahlen. Ein Eckstein kleiner als 10

erlaubt eben keine Verkleinerung um 10, was ja auf den Deckstein den gewiinschten Effekt

haben wiirde. Man kann dem auf zweierlei Weise begegnen:

a) Man verabredet als spezielle Rahmenbedingung, dass in der Grundreihe nur Zahlen gro-
Rer als 10 vorkommen diirfen.

b) Man 6ffnet den Zahlbereich der natirlichen Zahlen auf den Zahlbereich der ganzen Zah-
len.

Die Vorgehensweise a) entspricht der Tatsache, dass hdufig in der Mathematik bestimmte
Geltungsbereiche oder Rahmenbedingungen verabredet werden. Im ZAHLENFORSCHER wur-
de aber von dieser Mdglichkeit nach langern Diskussionen kein Gebrauch gemacht. Wir ha-
ben uns fir die unter b) beschriebene Praxis entschieden, und zwar aus folgenden Griinden:

* Selbst bei Grundsteinen groRer als 10 kénnen u. U. Verdnderungen erforderlich werden,
die auch dann nicht weiter fiihren.

e Das Offnen in den Zahlbereich der ganzen Zahlen wird der Tatsache gerecht, dass die
Forschungsauftrage auch fiir die Jahrgangsstufen 5 und 6 sinnvoll und empfehlenswert
sind, wo die negativen Zahlen ja eingefiihrt werden.

* In einigen der Offline-Erprobungen dieses Forschungsauftrags haben auch manche
Grundschulkinder spontan zu negativen Zahlen gegriffen und ganz selbstverstandlich mit
ihnen argumentiert.

¢ Die gewdhlte Praxis lasst trotzdem die Variante a) offen.

Es sei daran erinnert:

Im Modus Selbst wihlen und im Modus Forschen arbeitet der ZAHLENFORSCHER nicht nur
im Bereich der nattirlichen Zahlen (Ausnahmen: Forschungsauftrage 1a, 8 und 11b), son-
dern ldsst auch den Bereich der ganzen (also auch negative) Zahlen zu. Nutzerlnnen, die
(offiziell) noch keine negativen Zahlen kennen gelernt haben, werden bei der Arbeit mit
dem ZAHLENFORSCHER keinerlei Unterschied bemerken, solange sie nicht von sich aus
negative Zahlen benutzen. Fir all jene aber, die mit negativen Zahlen bereits etwas ver-
binden konnen, erlaubt der ZAHLENFORSCHER auch die Nutzung dieses Zahlbereichs.
Und noch mehr: Das Format der Zahlenmauern kann sich als ein substanzielles Umfeld
zur Ubung des Rechnens im Bereich der ganzen Zahlen erweisen, weil dieses Uben durch
die hinterlegten Forschungsauftrage nicht auf die rein formalistische Berechnung be-
schrankt bleibt, sondern durch den genannten Kontext Sinn macht.
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5.2.8 Forschungsauftrag 8: Eine Mauer - viele Grundreihen

Teilauftrag a:
In einer 4er-Mauer ist die komplette 2. Reihe von unten vorgegeben. Fiir die Grundreihe
gibt es hier mehrere Lésungen. Findet ihr sie alle?

Auch bei diesem Auftrag lasst sich durch (systematisches) Probieren bald zumindest eine,
aber leicht auch mehrere Losungen finden. »Denn nur der 1. Versuch muss wirklich gerech-
net werden. Der Rest ergibt sich aus dem Konstanzsatz: Verkleinerung der 1. Zahl bewirkt
gleiche Verkleinerung der 3. Zahl und entsprechende VergroRerung der 2. und 4. Zahl«
(Wittmann/Miller 1992, 42). Es gibt jeweils >natiirliche Grenzen¢, solange man sich im Be-
reich der natirlichen Zahlen bewegt (daher ist dieser Forschungsauftrag programmintern
auch auf den Bereich IN begrenzt), innerhalb derer man nach Lésungen suchen kann. Ent-
sprechend verlduft dann Uber diese bestehenden Begrenzungen auch die Begriindung, wa-
rum es nicht mehr Losungen geben kann.

Da die (vorzugebende) 2. Reihe der Mauer nicht beliebig belegt werden darf, sondern gewis-
sen Bedingungen geniligen muss, um zu einem konsistenten Ergebnis zu filihren, stammen
die Beispiele aus einem didaktisch kontrollierten Pool. Dieser fiihrt entweder zu Aufgaben
mit vergleichsweise wenigen Lésungen (min. 4), so dass das Vorgehen rasch zum Ziel fihrt,
aber auch mit mehr Lésungen (max. 14). Wer Uber den Pool hinaus noch weitere individuelle
Mauern zu diesem Forschungsauftrag konstruieren mdchte, dem bietet dazu der Modus
Selbst wahlen Gelegenheit.

Teilauftrag b:
In einer 4er-Mauer ist die komplette 2. Reihe von unten vorgegeben. Sucht jetzt eine L6-
sung mit gleichen Ecksteinen in der Grundreihe.

Auch wenn zusatzlich identische Ecksteine in der Grundreihe gefordert sind (s. folgende
Abb.), fiihrt systematisches Probieren vor dem Hintergrund des Konstanzsatzes zum Ziel.
Das bedeutet, dass sich jede Verdnderung an einem Stein der Grundreihe als gegensinnige
Verdnderung an seinem Nachbarstein auswirkt, da der dariiber liegende Stein der 2. Reihe
vorgegeben, also konstant bleibt. Dieser systematische Zusammenhang (Konstanz der Addi-
tion) wird - bewusst oder unbewusst - auch von Kindern strategisch ausgenutzt (vgl. 4.1.3).

Das Ganze ldsst sich auch wieder algebraisch auflésen, und zwar
indem fiir die Beziehungen in Grund- und 2. Reihe drei Glei- J:‘l?l_]_l
chungen aufgestellt werden, deren Variablen sich durch Term- 27 [ 19 22[:[j
umformungen berechnen lassen: : '
(1) a+b=27
2)a+c=22 =>a=22-c (4
3) b+c=19
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Einsetzen von Gleichung (4) in Gleichung (1) ergibt: 22 -c+ b =27

=> b-c=5 (5

Aus Gleichung (5) und Gleichung (3) folgt:

b-c+14=19=b+c => b-c+14=b+c => 14=2c => c=7

Mit der Festlegung eines Steines der Grundreihe sind alle anderen aufgrund der vorgegebe-
nen 2. Reihe ebenfalls festgelegt und sukzessive zu errechnen.

Beim operativen Variieren eines Steins der Grundreihe wird - v. a. nach entsprechender Sor-
tierung der Versuche - erkennbar, wie die Konstanz der Summe durch das gegensinnige
Verdandern entsprechender Zahlenpaare gewdhrleistet bzw. genutzt wird und welche Abhan-
gigkeiten zwischen Basissteinen und zu jenen der 2. Mauernreihe bestehen. Folgende Pha-
nomene lassen sich z. B. beobachten (vgl. auch 4.1.3):

« Bei allen Versuchen fiir die Grundreihe ist die Summe der vier Basissteine gleich (weil ja
auf der Basis des Konstanzsatzes bzw. des gegensinnigen Verdnderns gearbeitet wird).
Diese Tatsache eignet sich auch als eine Kontrollmdglichkeit fur rechnerische Korrektheit.

« Nicht identische Ecksteine der Grundreihe ergeben stets die gleiche Summe - ebenfalls
eine Kontrollmoglichkeit. Denn da die 2. Mauernreihe unverdandert bleiben muss, zieht ei-
ne VergroRerung des linken Ecksteins a eine Verkleinerung (= gegensinnige Veranderung)
des Nachbarsteins b nach sich, dieses wiederum eine VergroRerung des Nachbarsteins c,
und dieses wiederum eine Verkleinerung des rechten Ecksteins - jeweils selbstverstand-
lich um den gleichen Betrag. Kurz: Aus der Grundreihe [a|b|c|d] wird [a+x|b-Xx|c+x]|d-x].
Daraus folgt fiir die Summe der Ecksteine: (a+x)+(d-x)=a+d, und damit stets gleich, un-
abhdngig von x.

« Die Summe zweier nicht identischer Ecksteine dividiert durch 2 (also das arithmetische
Mittel) ergibt den Wert, der fiir identische Ecksteine gebraucht wird.

« Die Summe der Ecksteine der 2. Mauernreihe ist gleich der Summe aller Basissteine. Ma-
chen Sie sich das an einer Leermauer algebraisch klar.

Dieser Forschungsauftrag ldasst sich lbrigens unaufwandig variieren, indem die Bedingung
der festgelegten 2. Reihe aufgegeben wird und nun der Deckstein gleich bleiben soll: Hier
gibt es dann mehrere Losungen bei ein und denselben identischen Ecksteinen (Wie viele je-
weils?), was sich liber den Konstanzsatz der Addition erkldren ldsst (vgl. Affolter et al. 2001,
160, als PDF auf dieser CD).
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5.2.9 Forschungsauftrag 9: Aufeinander folgende Grundsteine

Teilauftrag a:

Leonid behauptet: »Ich kann vier aufeinander folgende Zahlen der Reihe nach in die
Grundreihe einer 4er-Mauer eintragen, und als Deckstein erhalte ich genau 100!« Hat Le-
onid Recht?

Aufeinander folgenden Zahlen meint: gemaR ihrer Abfol-

ge in der Zihlreihe (also Abstand 1, kein schrittweises
Zdhlen mit anderen Schrittweiten). Ob Leonid im Teilauf- 4a+4 | 4a+8
trag (a) Recht hat, ldsst sich durch (mehr oder weniger { 22+ I 2243 f2a+5~L

systematisches) Probieren und Anndhern herausfinden.
Schneller geht es erneut mit der algebraischen Darstel-
lung der 4er-Mauer. Diese wird nun in der Grundreihe
entsprechend der Forderung nach aufeinander folgenden Zahlen gefiillt (s. Abb.).

a | atl | a+2 [a+3

Man erkennt, dass unter dieser Spezialbedingung der Deckstein stets die allgemeine Form
8a+12 hat. Als weitere Forderung sieht der Forschungsauftrag vor, dass der Deckstein ge-
nau 100 sein soll. Also muss fiir eine LOsung gelten: 8a + 12 = 100. Durch Umformen dieser
Gleichung ergibt sich: 8a = 88 und daraus folgt a = 11.

Ergebnis: Leonid hat Recht, denn wenn der linke Eckstein der Grundreihe gleich 11 gesetzt
wird, ergibt sich im Deckstein genau 100.

In der allgemeinen Form 8a+12 ist lbrigens auch die Verwandtschaft dieses Forschungsauf-
trags zu jenem unter Nr. 3 zu erkennen (Grundsteine vergroRern/verkleinern; vgl. 5.2.3):
Dort wurde gezeigt, dass die Verdnderung eines Ecksteins (bei 4er-Mauern) den Deckstein
um =1 verdndert, jene eines Innensteins um jeweils 3. Geht man nun bei den vorliegenden
Grundreihen aus aufeinander folgenden Zahlen von einem beliebigen Beispiel aus - z. B.
[314|5|6] - und erhdht dann den Eckstein a um 1, dann erhdlt man die Grundreihe [4|5|6]7].
Der Deckstein dieser Mauer ist um 8 groRer als bei der Ausgangsmauer, wobei sich diese 8
zusammensetzt aus den Teilverdnderungen 1+3+3+1: Denn jeder der Grundsteine ist im
Vergleich zur Ausgangsmauer um 1 vergroRert worden, was gemaR Forschungsauftrag 3 fur
jeden Eckstein +1 und fir jeden Innenstein +3 bedeutet. So also begriindet sich, warum bei
Zahlenmauern mit aufeinander folgenden Zahlen in der Grundreihe a) nicht jede beliebige
Zahl als Deckstein erzielt werden kann (in IN) und warum b) die Verdnderungen im Deckstein
um eine ganz bestimmte konstante Schrittweite (hier 8) erfolgt. Letzteres wiederum wird fiir
die Argumentation im folgenden Forschungsauftrag 10 noch hilfreich werden ...

Teilauftrag b:
Carsten glaubt: »Mit fiinf aufeinander folgenden Zahlen (der Reihe nach) in einer 5er-
Mauer kann man den Deckstein 100 nicht erreichen!« Hat Carsten Recht?
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Analog lasst sich im Teilauftrag (b) die Behauptung Carstens bestdtigen: Der Deckstein einer
S5er-Mauer mit aufeinander folgenden Zahlen in der Grundreihe hat stets die allgemeine
Form 16a+32 (prifen Sie das fiir sich nach). D.h.: 16a + 32 = 100 => 16a =68 => a=
4,25. Damit kommt keine natirliche Zahl als Losung in Frage (und auch keine ganze Zahl).

Sieht es anders aus, wenn man zwar aufeinander folgende Zahlen benutzt, diese aber in be-
liebiger Reihenfolge in die Grundreihe einsetzen darf?

5.2.10 Forschungsauftrag 10: Wie viele Mauern ...?

Teilauftrag a:
Findet alle 4er-Mauern, in deren Grundreihe aufeinander folgende Zahlen (der Reihe
nach) stehen und deren Decksteine zwischen 35 und 100 liegen. Wie viele findet ihr?

Auch diesem Auftrag liegt die Vorbedingung zugrunde, dass die Grundreihe aufeinander fol-
gende Zahlen in ihrer Zdhlabfolge beinhaltet. Die empirische

Suche nach Lésungen wiirde sich hier recht aufwandig ges-

4at4 | 4at8 talten, v. a. wenn man in seinen gewdhlten Beispielen kein

l 2a+1 J 2a+3 [Za+5 l Muster erkennt. Daher benutzen wir die gleiche allgemeine

La l a+1 J at+2 [a+3J Mauern-Darstellung wie im vorangegangenen Forschungs-
auftrag.

Demzufolge hat der Deckstein, wie wir gesehen haben, stets die Form 8a+12. Er darf hier
maximal 100 erreichen und muss minimal 35 sein. Daher versuchen wir zunachst herauszu-
finden, welches denn die erste und welches die letzte Zahlenmauer ist, die diesen Bedingun-
gen gerecht wird.

e GroBtmogliche Mauer: 8a + 12 = 100 => 8a =88 => a,, =11 => Der groRtmog-
liche linke Eckstein der Grundreihe ist 11, und er fihrt zum groRtmoglichen Deckstein
D,.., = 100.

e Kleinstmégliche Mauer: 8a + 12 =35 => 8a=23 => a=2,8 => a,,=3 =>Der
kleinstmogliche linke Eckstein der Grundreihe ist also 3, und er fiihrt zum kleinstmogli-
chen Deckstein D,,;,, = 36.

Teilauftrag b:
Elmar kennt einen Trick: »Ich kann herausfinden, ohne die Mauern alle auszurechnen!«

Was macht Elmar wohl?

Die Frage nach der sich daraus ergebenden Anzahl lasst sich auf zwei Weisen beantworten:
Entweder durch Bildung der Differenz des groBten und kleinsten Ecksteins oder durch die
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Frage, wie viele 8er-Schritte zwischen dem kleinsten und gréRten Deckstein méglich sind,
denn - wie auch die allgemeine Form des Decksteins besagt - gehen diese ja in 8er-Schritten
voran, weil jede VergroRerung des Ecksteins a um 1, den Deckstein um 8 vergroRert! Das
wird Elmar erkannt haben, so dass er den Rechenaufwand reduzierten kann.

In beiden Fallen der Anzahlberechnung gilt es aber darauf zu achten, dass man keine Lésung
vergisst: Denn wenn man im 1. Fall von 11 (= maximaler Eckstein) die 3 subtrahiert (als mi-
nimaler Eckstein), wiirde man die Lésung 3 mit wegnehmen! Ein bekanntes Problem beim
Rechnen mit Nummern, angesichts dessen auch mancher Erwachsene immer wieder unsicher
wird. (Haufig auch Journalisten: »Die Kalendermacher von Pirelli demonstrieren ihre Rechen-
schwdche aufwandig mit dem Titel des luxuriosen Sammelbandes >Die kompletten Pirelli-
Kalender aus 40 Jahren in einem Band, 1964-2004«; Ziegler 2005, 35; vgl. auch Spiegel
1989.) Daraus folgt fiir beide Vorgehensweisen:

Apax — Amin = 11 -3 =8 => 9 Lbsungen oder
Do ~ Dmin = (100 -36):8=64:8=8 => 9 Ldsungen

Mit diesen Einsichten kdnnen Sie selbststandig auch andere Intervalle festlegen, falls Sie ge-
zielt eine bestimmte Anzahl von Losungen fir lhre Schiilerinnen und Schiiler vorsehen
mochten.

5.2.11 Forschungsauftrag 11: Nullmauern

Dieser Auftrag fallt insofern aus dem Rahmen der anderen, a b I C—J
weil ihm eine variierte Regel zugrunde liegt (nur dies soll ' L |a-b l lb-c| J
durch die andere Farbgebung auf der Pinnwand ausgedriickt

werden, nicht etwa ein besonderer Schwierigkeitsgrad!): Statt °

benachbarte Steine zu addieren und ihre Summe jeweils in den dariiber liegenden Stein zu
notieren, soll nun die Differenz berechnet und in den darunter liegenden Stein geschrieben
werden (genauer: der Absolutbetrag der Differenz, also unter Vernachldassigung der Vorzei-
chen), man kann auch sagen: ihr Unterschied (vgl. Pinel 1990, Krauthausen 2006a/b). Das
heilt, die Kinder kdnnen die beiden Zahlen zum Berechnen des Unterschieds jeweils so tau-
schen (im Kopf, nicht beim Notieren in der Zahlenmauer!), dass stets die groRere Zahl vorne
steht.

Dieser Auftrag wurde vielfach in den Jahrgangsstufen 2-5 sowie mit Studierenden erprobt,
und er hat sich unter allen Forschungsauftragen als sheimlicher Renner< und Lieblingsauftrag
vieler Kinder herauskristallisiert, wenn ihnen die Auswahl frei gestellt wurde (vgl. Abschnitt
4.1.6). In allen Fallen wurde Teilauftrag (a) gelost - lbrigens mit sehr aufschlussreichen Pa-
rallelen in den Vorgehensweisen, Ergebnissen (und auch Schwierigkeiten) zwischen Erwach-
senen und Schiilerlnnen!
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Teilauftrag a:

Achtung, neue Regel: In jedem Stein soll jetzt der Unterschied der beiden iiber ihm lie-
genden Steine stehen.

Findet verschiedene 3er-Mauern, deren Zielstein auf Null endet. Wie muss man die
Grundreihe bauen, damit solche Nullmauern entstehen?

Gefragt ist nach den mathematischen Bedingungen fiir die Grundreihe (in dem Fall die o-
berste Zeile), damit sich im Zielstein (in dem Fall die unterste Reihe) genau Null ergibt. Der
Zielstein wird dann Null, wenn die 2. Zeile identische Zahlen enthilt, wenn also gilt: |a-b| =
Ib—c|

Diese Gleichheitsbeziehung wiederum ldsst sich unter einer der folgenden drei Voraus-
setzungen herstellen:

l.a=b=c (alle Steine der Grundreihe sind identisch)

2.a=c (identische Ecksteine in der Grundreihe)

3.a>b>cbzw. a<b<c (Grundreihe mit aufeinander folgenden Zahlen bei
und dquidistant gleich bleibender Schrittweite > 1)

Der Auftrag kann dann als hinreichend bearbeitet gelten, wenn diese drei Bedingungen ge-
funden, begriindet und durch entsprechende Beispiele konkretisiert wurden. Es kommt nicht
auf die Fille der Beispiele an, sondern vielmehr auf die Stichhaltigkeit der Begriindungen.

Teilauftrag b:
Wie viele Nullmauern kann man bauen, wenn in der Grundreihe nur die Zahlen 0 bis 10

stehen dtirfen?

Auf der Grundlage der in Teilauftrag (a) genannten drei Bedingungen ldsst sich lber eine
Fallunterscheidung der Losungsraum systematisieren:

« Fall 1 (drei identische Steine in der Grundreihe):

Die Grundreihe kann aus den Zahlen 0, 1, 2, 3, ..., 10 bestehen, mithin: 11 Mdglichkeiten

« Fall 2 (identische Ecksteine in der Grundreihe):

Die Ecksteine kénnen 0, 1, 2, 3, ..., 10 lauten, mithin: 11 Mdglichkeiten fiir die Ecksteine.
Zu jedem dieser 11 Fille gibt es 10 Mdglichkeiten fiir den jeweiligen Mittelstein, namlich
ausgehend von den 11 theoretisch verfligbaren Werten 0 bis 10, wobei aber pro Eckstein-
Alternative eine Zahl (ndmlich die des jeweiligen Ecksteins) entfdllt. Diese ist bereits im o.
g. Fall 1 enthalten und wurde dort mitgezahlt.

D.h. es gibt hier 11 - 10 = 110 Méglichkeiten.
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« Fall 3 (aufeinander folgende, dquidistante Zahlen in der Grundreihe):

Unter dieser Bedingung missen die jeweils moglichen Abstinde Uberpriift werden (vgl.
das Tafelbild auf S. 98):

o

(¢]

Abstand 0 entfdllt (weil identisch mit Fall 1).

Abstand 1 bedeutet die Grundreihen: [0]1]2]; [1]2]3]; [2]3]4]; [314]5]; [4]516];
[516/71; [6]718]; [71819]; [8]9]10] und ergibt (9) bzw. 18 Mdglichkeiten

(Die Anzahlen in Klammern sind jene die bei nur einer Reihenfolge der Zahlen ent-
stehen, also z.B. a > b > c. Zusatzlich muss aber auch die umgekehrte Reihenfolge
mitgezdhlt werden, da es sich hierbei um unterscheidbare Zahlenmauern handelt,
es sei denn man definiert die Aufgabe entsprechend anders; vgl. Linda in 4.2.11).
Abstand 2 bedeutet die Grundreihen: [0]2]4]; [1]3|5]; [2]4]6]; [315]7]; [4]6]8];
[51719]; [6]8]10] und ergibt (7) bzw. 14 Mdglichkeiten

Abstand 3 bedeutet die Grundreihen: [0|3|6]; [1|4|7]; [2]5]8]; [3]16]9]; [4]17]10] und
ergibt (5) bzw. 10 Méglichkeiten

Abstand 4 bedeutet die Grundreihen: [0[4]|8]; [1|5]9]; [2]16]10] und ergibt (3) bzw. 6
Moglichkeiten

Abstand 5 ist nur fir die Grundreihe [0]|5]10] mdglich und ergibt (1) bzw. 2
Moglichkeiten

=> Summe aller Fille mit den Zahlen 1-10 in der Grundreihe: (146) bzw. 171 Nullmauern

Eine beeindruckende Anzahl an Lésungen, die man anfangs sicherlich nicht vermutet hatte.
Wenn Sie oder lhre Schiilerlnnen Lust bekommen haben, dann kénnen Sie ja selbst einmal
erkunden, wie denn die Bedingungen fiir Nullmauern bei 4er-Mauern sind.

S. 126
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Riickschau, 46, 55, 57
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Vielfachenmenge, 111, 112 Zehnertibergang, 40, 41
virtuelle Kinder, 30 Zeitargument, 53, 68
Voreinstellungen, 21, 24 Zufallsgenerator, 42
Vorerfahrungen, 28 Zufallspdckchen, 42
Vorldufigkeiten, 69, 70 Zumuten, 9

Werkstatt des Lernens, 30 Zweierpotenzen, 86, 102, 110
Werkzeugleiste, 14 zyklisches Entwicklungsmodell, 13

Widerstdnde, 10, 37, 87
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Didaktische Handreichung

Credits

Eine Entwicklung wie der ZAHLENFORSCHER ist niemals von einer einzelnen Person zu be-
waltigen. Zwar wurde der fachdidaktischen Grundlegung eine leitende Rolle zugesprochen,
indem der Autor als Fachdidaktiker nicht nur beratend, sondern in verantwortlicher
konzeptioneller Funktion tdatig war - damit ist auch er alleine fiir evtl. Mangel verantwortlich
- aber gleichwohl gilt es nachdriicklich anderen zu danken:

Anna Hoffmann (Fa. digital ambient), nicht nur fir die aufwidndige Entwicklung des
Screendesigns, die sachkundige Programmierung, die effektive Koordinationsarbeit, son-
dern v. a. auch fir die ambitionierte Herangehensweise. lhre eigene Freude an und Uber-
zeugung von der Sache spricht, wie ich meine, auch aus dem Produkt;

Dr. Georg Wierichs (Geschaftsfiihrung Auer Verlag) fir seine ausgesprochen unkompli-
zierte, verldssliche und kompetente Bereicherung der Entwickler-Sitzungen sowie die re-
daktionelle Betreuung und - zusammen mit Herrn Biichler (Geschaftsflihrung Auer Verlag)
- fur das Vertrauen und die Bereitschaft, die mit HiQ-Software verbundene Entwicklungs-
zeit und Produktionskosten Uberhaupt zu verstehen, zu unterstiitzen und zu gewahrleis-
ten;

Prof. Dr. Petra Scherer (Uni Bielefeld) fiir gewissenhaftes Redigieren dieses Handbuchtex-
tes sowie substanzielle Riickmeldungen zu Zwischenversionen wahrend der Programm-
entwicklung;

Prof. Dr. Hartmut Spiegel (Uni Paderborn) und den Teilnehmerinnen und Teilnehmern des
Arbeitskreises Paderborner Entwicklungs-Arbeiten Kolloquium (PEAK) fiir zahlreiche
Rickmeldungen und Ideen, die ausnahmslos zur Verbesserung des Produktes beigetragen
haben;

Den Studierenden meines Seminars >Erprobung ausgewdhlter Aufgabenformate< im WS
2004/05, die die Forschungsauftrage in verschiedenen Schulen und Jahrgangsstufen er-
probt, videodokumentiert und ausgewertet haben, insbesondere Frau Bissinger fir die
vorzeitige Uberlassung ihrer Dokumente;

Den Praxislehrkraften in Deutschland und in der Schweiz, die Betaversionen der Software
getestet und hilfreiche Riickmeldungen gegeben haben;

Profes. Drs. Beth & Neil A. Pateman (University of Hawai/Honolulu) fur die herzliche Auf-
nahme wahrend meines Forschungsaufenthalts, fiir die Organisation zahlreicher Schulbe-
suche zur Erprobungen von Forschungsauftrdgen sowie die Bereitstellung jener Umge-
bung (the spirit of Aloha), die u. a. das Schreiben dieser Handreichung entschieden gefor-
dert hat;
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Didaktische Handreichung

¢ Pam Ale und Brian Dunkelberger (Lehua Elementary School, Pearl City/Hawaii), Marlene Fu
und lwalani Hodges (Nanaikapono Elementary School, Waianae/Hawaii) sowie Prof. Dr. Joe
Zilliox (University of Hawaii) fur die freundliche Uberlassung ihrer Klassen bzw. Seminar-
gruppe, wodurch mir Unterrichtsexperimente und wertvolle Erfahrungen zur Umsetzung
einzelner Forschungsauftragen ermoglicht wurden;

+ Astrid Pfeffer (Lauchheim) fir die englische Ubersetzung der Screen- und Hilfetexte;

* Adrian Pinel (University College Chichester/GB) und Prof. Dr. Neil Pateman (University of
Hawai/Honolulu) fiir ihre fachsprachliche Hilfe bei der englischsprachigen Version;

* Dieter Krauthausen, Frank Schlusemann, Mark Tittmann (Tonstudio krauthausen musik &
tonproduktion/Koéln; www.krauthausen.org) fir Aufnahme, Regie und Postproduction bei
den Sprachaufnahmen;

e Susanne Dobrusskin und Susan Bonney fiir ihre deutsche und englische Sprechstimme;

* Rolf Bunse fir seine lllustrationen.

Glnter Krauthausen
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